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❚❤✐s ❜♦♦❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❇❧✉❡ ❇♦♦❦✑ ♦❢ ❋✳❑✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ✇❤♦ ✇r♦t❡ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❤✐s ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ ✇♦r❦ ❛s ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s st✉❞❡♥ts ❧❛❜✳ ❆❢t❡r t❤❡
t❡①t ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ▼✐❝r♦s♦❢t ❲♦r❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ t❤❡ ❇❧✉❡ ❇♦♦❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦
▲❛❚❡❳ ✐♥ ✷✵✶✺✳ ❍✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙t❡✛❡♥ ❆❧❜❡rt ✐♥ ▲❛❚❡❳✳ ❆t
t❤✐s ♣♦✐♥t ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ♠❛♥② ❛ss✐st❛♥ts ✇❤♦ r❡✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ✐s ❞✉❡ t♦ ▼rs✳ ❑♥♦❝❤ ✇❤♦ ❦❡❡♣s t❤✐s
s❝r✐♣t ✉♣ t♦ ❞❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝❧✉❧❛r✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❘♦①❛♥♥❡ ❚✉r❝♦tt❡✲❚❛r❞✐❢✱ ✇❤♦ tr❛♥s❧❛t❡❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ●❡r♠❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ❊♥❣❧✐s❤✳

❉✉r✐♥❣ ♣❛st s❡♠❡st❡rs t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ✉♣❣r❛❞❡❞✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s
✈❡rs✐♦♥s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲❛♥❛❧②③❡rs✱
✉s✉❛❧❧② ❛s ♣❧✉❣✲✐♥ ❜♦❛r❞s ✐♥ P❈s ✭s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts st✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❤❛r❞✇❛r❡✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡r♥✐③❡❞
❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥s✐sts ♠♦st❧② ♦❢ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❢❛st ❆❉❈s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❣✐t✐③❡ t❤❡ ♣✉❧s❡
s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ P②t❤♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✉s✉❛❧❧② r✉♥s ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞
s♦❢t✇❛r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r P②t❤♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ t❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ♥❡✇ ❝❤❛♣t❡r ♦♥ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❜② ●ü♥t❡r
◗✉❛st ✐♥ ✷✵✷✶✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✱ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛ ♥❡✇
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❇❧✉❡ ❇♦♦❦✑ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛t❡st ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ t✉t♦rs ✇✐❧❧ ❛❞✈✐s❡ ②♦✉ ♦♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s✳
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ P❤②s✐❝s ▲❛❜
❈♦✉rs❡ ❛t t❤❡ ❑❛r❧sr✉❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❛ss✐st ②♦✉ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ②♦✉ t♦ ♥❡❣♦t✐❛t❡ ②♦✉r ✇❛② ✐♥
❛ ♥❡✇ ♦r ❛t ❧❡❛st ❧❡ss ❢❛♠✐❧✐❛r ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✱ s❛✈✐♥❣ ②♦✉ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❜②
❝♦✈❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❛♥❞② ✇❛② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡
♦♥❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤
❛t ✜rst s✐❣❤t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❝♦♥❢✉s✐♥❣❧② ❞✐✈❡rs❡✱ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ♠❛♥♥❡r✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡
❛ ❧❡❝t✉r❡ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♥♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✭❈❤❛♣✳✷✲✹✮✱ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❛r❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞❀ t❤❡ t②♣❡s ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡
♠❛tt❡r✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ❛s ❢❛r ❛s ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥
t❤✐s ❝♦✉rs❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛
♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✭❈❤❛♣✳✺✲✻✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♣t❡rs ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❛❧②s✐s✱
❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❙♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ✉♥✐ts✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ✉♣ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣❧✉❣✲✐♥ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡
❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❛
s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ st❛♥❞❛r❞ s❡t✲✉♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r❡✳ ❘❡❝❡♥t
✉♣❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❛st ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡s✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ♣✉❧s❡
s❤❛♣❡✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛❧ ✭❡✈❡♥t✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t❛s❦s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣s✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❤❡r❡✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦❢t❡♥ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✉❧t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❛❜❧❡s ❢♦r β s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❡r♠ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❛❧❧
r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤✐s ❜♦♦❦✳

✶
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❈❤❛♣t❡r ✷

❚②♣❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②s✱ ✇✐t❤ ♠✉♦♥s ❢r♦♠
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❙ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭▲❍❈✱ ❈❊❘◆✮✳ ■♥ ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s♦t♦♣❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✉♥❞❡r❣♦ α ✭❤❡❧✐✉♠ ♥✉❝❧❡✐✮✱ β− ✭❡❧❡❝tr♦♥s✮✱
β+ ✭♣♦s✐tr♦♥✮✱ γ ✭♣❤♦t♦♥s✮ ♦r ♥❡✉tr♦♥s ❞❡❝❛②s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t❛ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ❦❡❱ t♦ ❛ ❢❡✇ ▼❡❱✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳ ◆♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❡♠✐tt❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✉❜✲❝❤❛♣t❡r ♦♥ ♥❡✉tr♦♥
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
♣❤②s✐❝s✳

✷✳✶ ❚❤❡ α ❞❡❝❛②

■♥ ❛♥ α ❞❡❝❛②✱ ❛ ♣❛r❡♥t ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z ❛♥❞ ❛ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r A ❡♠✐ts ❛ ✹❍❡
♥✉❝❧❡✉s✱ ✐✳❡✳ ❛♥ α ♣❛rt✐❝❧❡ ✭Z = 2✱ A = 4✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠✐❝
♥✉♠❜❡r Z − 2 ❛♥❞ ❛ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r A− 4 ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❜②

A
ZX →A−4

Z−2 Y +4
2 He ✭✷✳✶✮

❖♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦♥s ✭Z✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s ✭A✮
st❛② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛❧❧ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②s❀ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
♦❜❡② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ α✲❞❡❝❛②✳

✸
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❚❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❞❞s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s Z t✐♠❡s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss❡s M ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ❡♥❡r❣② Q ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙♦

Q =
[

M(Z,A)−M(Z − 2, A− 4)−M(42He)
]

· c2 ✭✷✳✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②

Q = Ekin(α) + Ekin(Y ) ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♠❛♥❞s ✭♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✮

mα · Ekin(α) = mY · Ekin(Y ) ✭✷✳✹✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s

Ekin(α) = Q · mY

mY +mα
✭✷✳✺✮

❚❤✉s✱ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❞❡❝❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡
❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ α r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❛ss ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❲❡✐③sä❝❦❡r ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥✉❝❧❡✐
t❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ A > 150 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ α ❞❡❝❛②✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ α✲✐♥st❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛
♠❛ss ♥✉♠❜❡rs ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✺✵✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ t❤❛t ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡❝❛② ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❛t✱
❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝❛② ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛②s ❝❛♥
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 10−6 s t♦ 1017 s✳ ❇✉t ❡✈❡♥
t❤❡ s❤♦rt❡st ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ 10−21 s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❢❛st ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ α✲r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝❛② λ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ekin ♦❢ t❤❡
α ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✭●❡✐❣❡r✲◆✉tt❛❧✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

log10(λ) = a− b · Z · (Eα)
−1/2 ✭✷✳✻✮

a, b = const.

✇❛s ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛s α ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝❛② ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r②
r❛♣✐❞❧②✳

❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α ❞❡❝❛②✱ ❧✐❦❡ ❛♥② r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s✳ ❆s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❝♦♠❡
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥❡❞ tr❛♣ ✐♥ ✐t ❢♦r❡✈❡r✳

■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝t ❡①✐sts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ ✐t✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② tr②✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦✉ts✐❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ q✉❛♥t✉♠
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② st❛t❡♠❡♥t✱ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞



✷✳✶✳ ❚❍❊ α ❉❊❈❆❨ ✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ α ❞❡❝❛②✳

❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② t✉♥♥❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝t✳

■t ✇❛s ●❛♠♦✈✱ ✇❤♦✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝t✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡α✲❞❡❝❛②✳ ❚❤✐s
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞
♥❡✉tr♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ α ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞
t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡✮ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
α ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡❡♣♥❡ss✱ ✐t ✐s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ ✐ts r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s r❛❞✐s R✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜❥❡❝t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ r❡❛❝❤❡s
✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

Ec =
1

4π ϵ0
· z · Z · e2

R
✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ z t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✭r < R✮✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
❢♦r❝❡s ❛❝t ✇✐t❤ s❤♦rt r❛♥❣❡ t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ❖✉ts✐❞❡ ✭r > R✮ t❤❡
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② Ec ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❡s❝❛♣❡ ✐t✳
❲✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ✇✐❞❡✳ ❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❡✳❣✳ Eα ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✷✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ✇✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r✳ ■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡♥
✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐❢ ✐t ❤❛s t✉♥♥❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

T = exp−
(

1

4π ϵ0
· 8 · z · Z · e2 ·m · b

ℏ2

)1/2

✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡

b =
1

4π ϵ0
· z · Z · e2

Eα
✭✷✳✾✮

Eα ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❛ ❣r❡❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ m ✐ts ♠❛ss✳ T
✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛rr✐❡r t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉①✳



✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❨P❊ ❆◆❉ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❘❆❉■❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ β− ❞❡❝❛②✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✈❡r② str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ Z·❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ z·❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐❞t❤ b✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✷✳✾✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ m st❛t❡s t❤❛t ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s t✉♥♥❡❧ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❤❡❛✈② ♦♥❡s✳ ❆t t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭h = 0✮ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛rr✐❡r ✐s t❤❡♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳

❲✐t❤ ❊q♥✳ ✷✳✽ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥t λ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

λ =
v

2R
· T ✭✷✳✶✵✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
♠♦✈❡s ❢r❡❡❧② ❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ v✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② T t♦ ❧❡❛✈❡
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ α ❞❡❝❛② ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ T ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s 2R/v✳

❚❤❡ ❊q♥✳ ✷✳✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T
♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❛❞✐✉s ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❢❛❝t t❤❛t λ
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡♥ Eα ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②✳

✷✳✷ ❚❤❡ β ❞❡❝❛②s

❚❤❡ β ❞❡❝❛② ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥✉❝❧❡♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r A✱ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z ❝❤❛♥❣❡s ❜② ♦♥❡
✉♥✐t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡s❡✿ β− ❞❡❝❛②✱ β+ ❞❡❝❛②✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ β− ❞❡❝❛②

■♥ t❤❡ β− ❞❡❝❛② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❡♠✐ts ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ Z t♦ Z + 1
✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✳ ❊♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss m0✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Eβ−

✐s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s m ♦r ✇✐t❤
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss❡s M ✳ ■t ✐s

Eβ−

= [m(Z,A)−m(Z + 1, A)−m0] · c2
= [M(Z,A)−M(Z + 1, A)] · c2 ✭✷✳✶✶✮



✷✳✷✳ ❚❍❊ β ❉❊❈❆❨❙ ✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ β+ ❞❡❝❛②✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤✉s

M(Z,A) = m(Z,A) + Z ·m0

❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❜② ♦♥❡
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ β+ ❞❡❝❛②

■♥ t❤❡ β+ ❞❡❝❛② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❡♠✐ts ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐ts ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ Z t♦ Z − 1✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Eβ+

♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

Eβ+

= [m(Z,A)−m(Z − 1, A)−m0] · c2
= [M(Z,A)−M(Z − 1, A)− 2 ·m0] · c2 ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ t❡r♠ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ■♥ ✐t✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ♥✉❝❧❡✉s ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❤✐st♦r✐❝❛❧
❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ▼❛ss❡s ✇❡r❡ ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ♠❛ss s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡②
♠❡❛s✉r❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss❡s✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
❞❡❝❛②✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■❢ ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s ❛s ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❧♦✇❡r ❜② ❡①❛❝t❧② t❤❛t ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ β− ❞❡❝❛②✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

■♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭❊❈✮✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❝❛♣t✉r❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❧❧✱ t❤❡r❡❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss ❡①❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t
♥✉❝❧❡✉s ♣❧✉s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ♦✈❡r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✳

EEC = [m(Z,A)−m(Z − 1, A) +m0] · c2
= [M(Z,A)−M(Z − 1, A)] · c2 ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊q♥✳ ✷✳✶✷ ❛♥❞ ❊q♥✳ ✷✳✶✸ s❤♦✇s t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ β+ ❞❡❝❛② s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❛t♦♠ ✐s ❤❡❛✈✐❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss❡s t❤❛♥ t❤❡
❞❛✉❣❤t❡r ❛t♦♠✳ P✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧❡r ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧s ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡s❡
✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧✮ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s t❤❛♥
t❤❡ ♦✉t❡r ♦♥❡s✳



✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❨P❊ ❆◆❉ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❘❆❉■❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ β ❞❡❝❛② ❛s ❛ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ β+ ♦r β− ❞❡❝❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ α ❞❡❝❛②✱ t❤❡✐r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❝❛②s ❞♦ ♥♦t ❣♦ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ❜✉t t♦ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ t❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡② ❛r✐s❡
❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦♥ t❤❡ γ
❞❡❝❛② ✭✷✳✸✮✳

■t✬s ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❝❛②
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥
❝♦♠❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ❛t♦♠ ✐s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧②
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧❡ ✐s t❤❡♥ ✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✭❡✳❣✳ ♠❡t❛❧✮✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ❤❛s ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s✮ ✐s r❡❧❡❛s❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡✐t❤❡r ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✮✱ ♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s
✐♥ t❤❡ β ❞❡❝❛②s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛② ❞✐❛❣r❛♠s
❊q♥✳ ✷✳✸ ❛♥❞ ❊q♥✳ ✷✳✹✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❧❡♣t♦♥s✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ α
❞❡❝❛②✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E0✱ ❛♥❞ t❤❛t
t❤✐s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■t ✇❛s ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ❛s t❤❡ ♠♦✈❡ ❛✇❛②✱ t❤❡② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧♦♦s❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤✐s ✈✐❡✇ ✇❛s ❞✐s♣r♦✈❡❞ ❜② ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ✇❛② ♦✉t ♦❢ t❤✐s tr✐❝❦② s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② P❛✉❧✐✳ ❍❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ β ❞❡❝❛②✱
❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s ❝❛❧❧❡❞
♥❡✉tr✐♥♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ♥❡✉tr❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥②
❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ t❤❛t t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦❞❛② t❤❛t t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦ ✐s ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ✈❡r② ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❛t ✐s ♦♥❧② s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❤② ✐t ✐s s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳

◆♦✇ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ β ❞❡❝❛②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♠♦♥❣st
t❤❡♠✳ ❚❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t✬s ♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥



✷✳✷✳ ❚❍❊ β ❉❊❈❆❨❙ ✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ β s♣❡❝tr✉♠✳

❛ ❧❡♣t♦♥✳ ❙♦ t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ ✉♣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❣❛✐♥s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❤❛s ③❡r♦ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ β s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤✉s ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✱ t❤❡ β− ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

n → p + e− + ν̄e ✭✷✳✶✹✮

❆ ♥❡✉tr♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦t♦♥✱ t❤❡r❡❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤✐s
❞❡❝❛② ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ ❛ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡
❢r❡❡ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ✐ts ❤❛❧❢✲❧✐❢❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ ♠✐♥✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✬s
❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ β ❞❡❝❛② t❤❛t t❤❡ ❧❡♣t♦♥s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦s ❜❡❧♦♥❣✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❧❡♣t♦♥✲❛♥t✐❧❡♣t♦♥ ♣❛✐r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥
❞❡❝❛②s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

❲✐t❤ t❤❡ β+ ❞❡❝❛②

p → n + e+ + νe ✭✷✳✶✺✮

t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤❡ β ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❢r❡❡
♣r♦t♦♥ ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐t ✐s st❛❜❧❡✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❝❛♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛②✳

❚❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛ ❧❡♣t♦♥
❤❛s t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✰✶ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐✲❧❡♣t♦♥ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✲✶✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ✐♥ ❊q♥✳ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦s ✐♥ ❊q♥✳ ✷✳✶✺ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡rs
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ β ❞❡❝❛②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ ❜❛r②♦♥
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳

■t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

e− + p → n + νe ✭✷✳✶✻✮

❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦♥
❜♦t❤ s✐❞❡s ✐s ✰✶✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❝❛② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ β ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡✳ ■t
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠♦r❡ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇

n + νe ↔ p + e− ✭✷✳✶✼✮
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■t s❛②s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❤❛♣♣❡♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❊q♥✳ ✷✳✶✼ ✐s r❡❛❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✱ ✐t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ❚❤❡
β− ❞❡❝❛② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
♥❡✉tr✐♥♦ ✕ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ♣❛✐r t❤❛t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ β+ ❞❡❝❛②

✷✳✷✳✺ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ β s♣❡❝tr✉♠

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ β s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡r♠✐✬s ●♦❧❞❡♥ ❘✉❧❡✱
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ❞E0 ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ωfi =
2π

h
· dn

dE0
· |Hfi|2 ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡Hfi ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ dn/dE0 ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❞❊✵✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ω✜ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ■❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ❞E0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ p+ dp✱
t❤❡♥

N(p) · dp = ωfi ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s dn/dE0 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ h3 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✿

∆x ·∆y ·∆z ·∆px ·∆py ·∆pz ≥ h3 ✭✷✳✷✵✮

❚❤✉s✱ ✐❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ p+ dp ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
V ✱ ✐ts ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s

V · 4π · p2 · dp ✭✷✳✷✶✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s

dne =
1

h3
· V · 4π · p2 · dp ✭✷✳✷✷✮

❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ pν ❛♥❞ pν + dpν

dnν =
1

h3
· V · 4π · p2ν · dpν ✭✷✳✷✸✮

❚❤✉s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ dE0 ✐s

dn

dE0
=

dne · dnν
dE0

=

(

4π

h3

)2

· V 2 · p2 · dp · p2ν · dpν ·
1

dE0
✭✷✳✷✹✮

❚✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r
♥✉❝❧❡✉s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡♥

E0 = E + Eν ✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ E ❛♥❞ Eν ❛r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r❡st ♠❛ss✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✳

pν =
Eν

c
=

1

c
· (E0 − E) ✭✷✳✷✻✮



✷✳✷✳ ❚❍❊ β ❉❊❈❆❨❙ ✶✶

◆♦✇ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡

p2ν ·
dpν
dEν

=
1

c3
· (E0 − E)2 ✭✷✳✷✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s

N(p) · dp = K · p2 · (E0 − E)2 · |Hfi|2 · F (Z,E) · dp ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ K ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r F (Z,E)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧❡♣t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✳ ■t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ✐s t❛❜✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✷✳✷✽✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱
❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❡①t❡♥❞s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②
E0✳ ◆♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝✉r✈❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
❢♦r❝❡s ❛r❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡s t❤❡
✧♣✉r❡✧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❞❡❝❛②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝♦♠❡
s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❛s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❙♦ ✐❢ t❤❡②
❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡② ♠✉st ❤❛✈❡ ❤❛❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t
❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✧♣✉r❡✧ s♣❡❝tr✉♠✱ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣❡❝tr✉♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ③❡r♦ ✭❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s
t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t❤✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✽✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t Hif ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E0 ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② E✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈✉r✐❡ ♣❧♦t ❛❢t❡r ✐ts ✐♥✈❡♥t♦r✳

√

N(p)

p2 · F (E,Z) = C · (E0 − E) · |Hfi| ✭✷✳✷✾✮

❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ N(p) ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ p✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱
♥❡①t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s N(p) ❛♥❞ p✱ ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡
❝♦♥st❛♥t C ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥✱ t❤❡♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ E0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ E ❛①✐s ❛♥❞ Hfi ❜② t❤❡ s❧♦♣❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❈✉r✐❡ ♣❧♦t ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts✳ ■t ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧♦✇❡❞ β tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❤❛♣❡✲❋❛❝t♦r✳

❚❤❡ ❝✉r✐❡ ♣❧♦t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❊q♥✳ ✷✳✷✽ t❤❛t E0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❥✉st ❜② ❡①✲
tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♥t r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ ❣♦ t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❥✉st ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt✳ ■t ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ t♦ ✐♥t❡rs❡❝t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ E✲❛①✐s✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆E ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t♦ E0 ✐s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss ✐s ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❝❛♥
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t ❑■❚ ❬✸❪✳ ■t



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❨P❊ ❆◆❉ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❘❆❉■❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈✉r✐❡ ♣❧♦t✳

✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♥✉❝❧✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ s✉❝❤ ❛s tr✐t✐✉♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛ss ✐s t❤❡♥ ❣r❡❛t❡r✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✢❛✈♦r ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ✭❡❧❡❝tr♦♥✱ ♠✉♦♥✱
t❛✉✮ ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♠❛ss✱ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛ss
❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✢❛✈♦r ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ■❢ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡
✢❛✈♦r st❛t❡ ✭❡✳❣✳ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ✐♥ t❤❡ β ❞❡❝❛②✮✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛ss
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♠❛ss ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛t s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐q✉❡ ✢❛✈♦r ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆ ♥❡✉tr✐♥♦ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥
t❤❡♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡t❡❝t ❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♥❡✉tr✐♥♦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❡✛❡❝t ✈❛r✐❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉tr✐♥♦
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✢❛✈♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥
♥❡✉tr✐♥♦s ❢r♦♠ t❤❡ s✉♥✱ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❢r♦♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s
❡✛❡❝t ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ❛ r❡st ♠❛ss✱ ❛❧❜❡✐t ❛ s♠❛❧❧ ♦♥❡✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
♥❡✉tr✐♥♦s ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ✐s ✵✳✽ ❡❱ ✭✾✵✪ ❈✳▲✳✮✳ ❚❤✐s
✈❛❧✉❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ β s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ tr✐t✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✹✱ ✺❪ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
❑■❚✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ t♦ ❛❜♦✉t ✵✳✷ ❡❱✴❝2✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❣❛♠♠❛ γ ❞❡❝❛②

❚❤❡ γ ❞❡❝❛② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ α✲ ❛♥❞ β✲❞❡❝❛② ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜✉t t♦ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s t❤❡♥
❞❡❝❛② t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✉♥❞❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ γ✲r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ γ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❆s ✐s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ✭❊▲✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭▼▲✮ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤♦s❡
♦r❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦r❞❡r ✐s 2L✳ ❚❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦♥❡ ❜② t❤❡ ♣❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✐s (−1)L✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ (−1)L+1✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥ L t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s
❡✈❡♥ ♣❛r✐t②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦r❞❡rs
♦❝❝✉r✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ Ji✱ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ Jf ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ✜❡❧❞
L✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ γ✲❞❡❝❛②✳

J⃗i + L⃗ = J⃗f ✭✷✳✸✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

∆J = |Jf − Ji| ≤ L ≤ |Ji + Jf | ✭✷✳✸✶✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

W ≈
(

R

λ

)2L

✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢
❡q✉❛❧ ♠✉❧t✐♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦♥❡ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥
❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭♣❛r✐t②✮✳

❋♦r γ✲r❛❞✐❛t✐♦♥✱ R/λ ≈ 1/100✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ R/λ ✐s s♠❛❧❧❡r
❜② ❛♥♦t❤❡r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❚②♣✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❊✶✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ 10−12 s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡s
❛r❡ ❝❧♦s❡❧② ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✭❤✐❣❤ ♠✉❧t✐♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❧❛r❣❡ λ✮✱ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ✉♣ t♦ ✵✳✶ s ❛r❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❡ s♣❡❛❦s t❤❡♥ ♦❢ ✐s♦♠❡r✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✷✳✹ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ γ ❞❡❝❛② ♦❝❝✉rs t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s ✐s ♥♦t r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ❜✉t ✐s ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ ✐♥ ❛ ✶st ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r t❤❡ ❑✲❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡✐r ❜✐❣❣❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s
❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ γ q✉❛♥t✉♠ ✐s ✜rst ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r
st❡♣ r❡❧❡❛s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✷♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛♥
✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❛ ❑✲❡❧❡❝tr♦♥
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Ee = Eγ − EK ✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✳ ■t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λe t❤❛t ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λγ ♦❢ ❛ γ
tr❛♥s✐t✐♦♥✳

α =
λe
λγ

=
Ne

Nγ
✭✷✳✸✹✮

❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s Ne ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛ Nγ ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✷✳✸✸✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❡❧❧s✳ ❖♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αK✱ αL✱ αM✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤❡❧❧s✳

αK =
λeK
λγ

=
NeK

Nγ

αL =
λeL
λγ

=
NeL

Nγ
✭✷✳✸✺✮

❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s

α = αK + αL + αM + · · · ✭✷✳✸✻✮

❙♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r❛t✐♦s✳ ■t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t✇♦ s❤❡❧❧s ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ γ ❞❡❝❛② ✭♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ γ
q✉❛♥t❛✮✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡ ❢♦r γ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤
♠✉❧t✐♣♦❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s t❛❜✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥s ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✺ ◆❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡s

◆❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿

◆✉❝❧❡❛r ✜ss✐♦♥✿ ❍❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ s♣❧✐t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ✭✉s✉❛❧❧②
t✇♦✮ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡ss ♥❡✉tr♦♥s ❡✈❛♣♦r❛t❡✳ ❊❛❝❤ ✜ss✐♦♥
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❢❡✇ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ✷✸✺❯ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✷✱✼✳

◆✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥✿ ❚❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❡✳❣✳ ❛ ❞❡✉t❡r♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr✐t✐✉♠ ♥✉❝❧❡✉s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡✳

◆✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ✜rst ❣r♦✉♣s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❘❡❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛r❡ t❤❡
✭γ✱♥✮✲ ❛♥❞ ✭α✱♥✮✲r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ γ q✉❛♥t✉♠ ♦r ❛♥ α ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♥✉❝❧❡✉s
❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞✳



✷✳✺✳ ◆❊❯❚❘❖◆ ❙❖❯❘❈❊❙ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✭γ✲♥✮ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦ ✜ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡✉t❡r♦♥

d + γ = n + p +Q ✭✷✳✸✼✮

✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥✳ Q ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t r❡❧❡❛s❡❞✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts ❛❢t❡r ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✐s ✲✷✳✷▼❡❱✳
■t✬s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥ ✐s ❧✐❣❤t❡r ❜② ❡①❛❝t❧② t❤✐s ❛♠♦✉♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥
❝♦♠❜✐♥❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥ ❆♠✲❇❡ s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ♥❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✭α✱♥✮✲r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✾❇❡

9Be + α→ n +12 C+Q ✭✷✳✸✽✮

■t ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✳✼▼❡❱✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✶✷❈ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ α s♦✉r❝❡
✐s ✷✹✶❆♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐ts s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ α ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❛♥
❡♥❡r❣② ♦❢ ✺✳✹✾▼❡❱ ❛♥❞ ✺✳✹✹▼❡❱✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ✷✹✶❆♠ ❛♥❞ ✾❇❡ ❛r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ♠✐①❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❡t ❛ ❇❡✲♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r r❛♥❣❡✳

❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ■t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ❊q♥✳ ✷✳✸✽ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛t ❛r❜✐tr❛r②
❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t α ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✉s r❡❝❡✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦♦s❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜② ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❜♦✉t ✺▼❡❱✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝✉ts ♦✛ ❛t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② Emax✳

Emax = Q+ Eα − ER ✭✷✳✸✾✮

■t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❢♦r✇❛r❞✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ α ♣❛rt✐❝❧❡s✳
Eα ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st α ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ✺✳✹✾▼❡❱ ❛♥❞ ER ✐s t❤❡ s♠❛❧❧✱ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✶✷❈
♥✉❝❧❡✉s✳ Emax ✐s t❤❡♥ ✶✶✱✶✾▼❡❱✳

❆ ♥❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡ ❛❧✇❛②s ❡♠✐ts γ q✉❛♥t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ α tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳
✷✹✶❆♠ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r α ❡♠✐tt❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❘❛ ❛♥❞ P♦ ✐s♦t♦♣❡s✱ t❤❛t t❤❡ γ
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s✐❡r t♦ s❤✐❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆❡✉tr✐✲
♥♦s ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇❡❛❦❧② ✭✇❡❛❦✮✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇❡❛❦❧② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳
◗✉❛r❦s ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✷✳✻ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✭❙▼✮ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✲♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❆ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✭s♣✐♥ ✶✴✷ ✲ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❜♦s♦♥s ✭s♣✐♥ ✶ ✲ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳

❚❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ q✉❛r❦s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ✷ ❧❡♣t♦♥s
❛♥❞ ✷ q✉❛r❦s✳ ❚❤❡ ✜rst✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❧❡♣t♦♥s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭e−✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ✭ve✮ ❛♥❞ ❛s q✉❛r❦s t❤❡ ✉♣ ✭✉✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥ q✉❛r❦s ✭❞✮✳ ❚❤❡s❡ ❢♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ❧❡♣t♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛r❡ ❢r❡❡❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ q✉❛r❦s ♦♥❧② ❡①✐st ✐♥ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞ q✉❛r❦ st❛t❡s ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ❤❛❞r♦♥s✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✸ q✉❛r❦s ✭qqq✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✷ q✉❛r❦s ✭qq̄✮ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ♠❡s♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ❛r❡ t❤✉s ❜❛r②♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ✉✲q✉❛r❦s
✭❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ 2 × +2/3 |e|✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✲q✉❛r❦ ✭❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ 1 × −1/3 |e|✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ +1e✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❤❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ udd✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥
❛♥ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✵✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷✳✶✮✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡❛✈✐❡r✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝❛♥ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛s st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
♥❛t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❝♦s♠✐❝✲r❛②s ♦r ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ ❜♦s♦♥s ✭❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✮ ❛r❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛ss❧❡ss
❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✭γ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡s t♦ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❜♦s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❩0 ✭ 91.2 ●❡❱✮ ❛♥❞
t❤❡ ❲± ✭ 80.4 ●❡❱✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡ t♦ ❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s✳

❧❡♣t♦♥s ◗✉❛r❦s

P❛rt✐❝❧❡ ▼❛ss ❊❧❡❝tr✳ P❛rt✐❝❧❡ ▼❛ss ❊❧❡❝tr✳ ❈♦❧♦r

✭●❡❱✴❝2✮ ❈❤❛r❣❡ ✭●❡❱ ✴ ❝2✮ ❈❤❛r❣❡

νe ✭❡❧❡❝tr♦♥✲♥❡✉tr✐♥♦✮ < 1× 10−9 ✵ u ✭✉♣✮ ✵✳✵✵✹ ✷✴✸ r✱ ❣✱ ❜

e− ✭❡❧❡❝tr♦♥✮ ✵✳✵✵✵✺✶✶ ✲✶ d ✭❞♦✇♥✮ ✵✳✵✵✼✺ ✲✶✴✸ r✱ ❣✱ ❜

νµ ✭♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦✮ < 1× 10−9 ✵ c ✭❝❤❛r♠✮ ✶✳✷✸ ✷✴✸ r✱ ❣✱ ❜

µ− ✭♠✉♦♥✮ ✵✳✶✵✻ ✲✶ s ✭str❛♥❣❡✮ ✵✳✶✺ ✲ ✶✴✸ r✱ ❣✱ ❜

ντ ✭t❛✉ ♥❡✉tr✐♥♦✮ < 1× 10−9 ✵ t ✭t♦♣✮ ✶✼✺ ✷✴✸ r✱ ❣✱ ❜

τ− ✭❚❛✉✮ ✷ ✲✶ b ✭❜♦tt♦♠✮ ✹✱✷ ✲ ✶✴✸ r✱ ❣✱ ❜

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❣❧✉♦♥s ✭❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡ t♦ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ q✉❛r❦s✳ ●r❛✈✐t② ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭α✮ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
✭α✇✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ ❲ ❛♥❞ ❩ ❜♦s♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭αs✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ❙❯✭✸✮C ×
❙❯✭✷✮L × ❯✭✶✮Y✳ ❚❤✐s ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
❙❯✭✸✮C✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❙❯✭✷✮L × ❯✭✶✮ Y✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❯✭✶✮em✱ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❙▼ ❛s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ ❙❯✭✷✮L × ❯✭✶✮Y ❛♥❞ ✐s t♦
❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙✳ ●❧❛s❤♦✇✱ ❆✳ ❙❛❧❛♠ ❛♥❞ ❙✳ ❲❡✐♥❜❡r❣✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ✶✾✼✾✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙▼ ❛❧s♦ ♣♦s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✿
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❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❜♦s♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳

❼ ❲❤❡r❡ ❞♦❡s t❤❡ ✧str❛♥❣❡✧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠❄ ❆r❡ t❤❡r❡
♣♦ss✐❜❧② s✉♣❡r s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt♥❡rs ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡❄

❼ ❍♦✇ ❝❛♥ ♦♥❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s❄ ❆r❡ t❤❡r❡ st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ✭❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮❄

❼ ❲❤② ❞♦❡s ♦♥❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ❆r❡ t❤❡r❡ ❛♥② ♦t❤❡r ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ♦r ❡①t❡♥s✐♦♥s❄

❼ ❍♦✇ ❞♦ ②♦✉ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼❄ ❉♦ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✉♥✐t❡
✐♥t♦ ♦♥❡❄

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❛✐♥ t❤❡✐r ♠❛ss ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡
❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✐♥ ✷✵✶✷✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▼ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ✭♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r P❡t❡r ❍✐❣❣s✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✜❡❧❞ ✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❡r❡✐♥✱ ❛ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❛❧♠♦st
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❡t t❤❡✐r ♠❛ss
❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ❍✐❣❣s ✜❡❧❞✳ P❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞ ❛r❡ ❤❡❛✈②✱
✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇❡❛❦❧② ❛r❡ ❧✐❣❤t✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss ♦❢ ✶✷✺●❡❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙▼✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥s t❤❛t ❛r❡ ②❡t t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✧✈✐s✉❛❧✧ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈✐s✐t t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡
P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣ ✭❤tt♣✿✴✴♣❞❣✳❧❜❧✳❣♦✈ ♦r ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❛rt✐❝❧❡❛❞✈❡♥t✉r❡✳♦r❣✮✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✶✷ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙▼✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s t❤❡♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ▼✐♥✐♠❛❧ ❙✉♣❡rs②♠♠❡t✐❝ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙❙▼✮ ♦r t❤❡ ●r❡❛t ❯♥✐✜❡❞
❚❤❡♦r② ✭●❯❚✮✳

http://pdg.lbl.gov
http://www.particleadventure.org


✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❨P❊ ❆◆❉ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❘❆❉■❆❚■❖◆



❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♠❛tt❡r

✸✳✶ ❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡
♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❚❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ■ts ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 10−13 ❝♠✳ ❚❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ♣❤♦✲
t♦♥s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢♦r❝❡ F ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s e1 ❛♥❞ e2 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡
r ✐s

F =
1

4π ϵ0
· e1 · e2

r2
✭✸✳✶✮

❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ e ✐s

U =
1

4π ϵ0
· e
r

✭✸✳✷✮

■t ✐s t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s
t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✶✸✼✮✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

❚❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ β✲❞❡❝❛②s✳
■t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♣t♦♥❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❞❡t❡❝t ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ■ts r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ✐s ❛❜♦✉t 10−14✳

●r❛✈✐t② ✱ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❦♥♦✇♥✳ ■t ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ◆❡✇t♦♥✱ ✇❤♦
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛ss❡s m1 ❛♥❞ m2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r s♣❛❝✐♥❣ r ✐s

F = γ · m1m2

r2
✭✸✳✸✮

✷✶
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✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t γ✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❤❛s ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ r❛♥❣❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✸✼ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s 2 · 10−39✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢♦r❝❡s ♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r t✇♦ ♣r♦t♦♥s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ 10−8 ❝♠ ✭❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✐s 1.44 · 10−8◆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s
1.11 · 10−44◆ ❢♦r t✇♦ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ 3.3 · 10−51◆ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ♦❢ ✶ ▼❡❱ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
✐s 2 · 10−25 ❝♠✷✳ ❖❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢
t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ◆❡✉tr✐♥♦s ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❧✐❦❡❧②✳
❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s 10−43 ❝♠✷✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✕♣r♦t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ 2 · 10−23 ❝♠✷ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✵✵ ❡❱✳

■♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳
❋♦✉r t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
t❤❡s❡ ❛r❡✿

✶✳ ■♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✿ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❧♦s❡s ✐ts ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ❝r②st❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ♦r ✐♦♥✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ✭10−10♠✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✷✳ ❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐✿ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞✱ st❛t✐♦♥❛r② ♥✉❝❧❡✉s✱ ❧♦s✐♥❣ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❜♦❞✐❡s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ❜② t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s✳

✸✳ ■♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐✿ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ❝❛✉s❡❞
❜② ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❚❤✐s ✐s
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛r❡
❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♥♦t ❡①✐t❡❞✳ ■t
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✳
■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧✐❦❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❛t ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡✳

✹✳ ❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✿ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✈❡r② ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤✉s ♦♥❧②
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ❡❱✳

✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥s
♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✱ ✜rst ❢♦✉♥❞ ❜② ❇❡t❤❡ ❛♥❞ ❇❧♦❝❤ ❬✶❪✱ ❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r z ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡s
❛♥❞ ❜② ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② v✱ t❤❡ ♠❛tt❡r ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② N ·Z ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
I✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r I ✐s I = 13.5 · Z ❡❱✱ ✇✐t❤ Z✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞E ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♣❛t❤
❞x ✭t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞E s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② E ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ x✮
✐s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

dE

dx
= − e2

m0 · ϵ0
·N · Z · z

2

v2
·
[

ln

(

2 ·m0 · v2
I

)

− ln
(

1− β2
)

− β2 − A

Z

]

✭✸✳✹✮

✇✐t❤ β = v/❝✳ A ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱
m0 ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛♥❞ ε0 ✐s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛❦❡s
♦♥ ✐ts ✇❛②✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥t❡rs q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡✳❣✳ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❜r✐s ❢r♦♠ ✉r❛♥✐✉♠ ✜ss✐♦♥✱ ❛r❡ ✈❡r② str♦♥❣❧② s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ tr❛✈❡❧ ♦♥❧② s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❋♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② I✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s
♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥
❧♦ss ♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ✜①❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r❛♥❣❡✱ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❜♦✉t 500 · I t❤❡ str♦♥❣ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ v ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❆t
❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r I ≪ E ≪ M c2 ✭M ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✮✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠
❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② s❧♦✇❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ st✐❧❧ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❤❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧❛✳

−dE

dx
≈ 1

E
✭✸✳✺✮
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❆t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❡r♠s ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❋✐rst✱ ❛t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r✐s❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❋♦r ✈❡r② ❢❛st ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥ ♣❛✐rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❡r
❞✐st❛♥❝❡ ✭s♣❡❝✐✜❝ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✮✱ ✐s ❧♦✇ ❛t ✜rst✳ ❋♦r ❛✐r ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♣♣r♦①✳ ✷ ❦❡❱✴❝♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱
❢♦r ❛✐r ❛❜♦✉t ✶▼❡❱✴❝♠✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡st s❤♦rt❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠❡s t♦
r❡st✳

❚❤❡ ❊q♥✳ ✸✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤❡❛✈② ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✜ss✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥ts✱ ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✱ ✐❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❆❧s♦✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞✿ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣②
✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

R =

0
∫

E0

dE

dE/dx
✭✸✳✻✮

■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E0✱ ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r tr❛❝❦ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❛♥❣❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ r❛♥❣❡ ♦❢
♣r♦t♦♥s ✐♥ ❛✐r ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s

R̄ =

(

E[MeV ]

9.3

)1.8

m ✭✸✳✼✮

❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❢❡q✉✿✸✲✻ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■t ♦♥❧②
❛♣♣❧✐❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ✢② ❛❧♠♦st ✉♥❞❡✢❡❝t❡❞✳
❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s s♦ ❧❛r❣❡
t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ❜❡❛♠ ❧❡❛❞s ♦♥❧② t♦ ❛
s♠❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ✭str❛❣❣❧✐♥❣✮✳ ■♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐s ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ s♦ t❤❛t ✐t ♠♦✈❡s ✐♥
r❛♥❞♦♠❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ r❛♥❣❡

−dE

dx
= K · z2 · m

E
✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ z ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ K ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❝♦♥✜❣✉r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t❤✐♥ ❛❜s♦r❜❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❞x
t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛ss ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ st♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞E ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② E ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q♥✳ ✸✳✽✳ ❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss❡s✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞E ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② E ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ❛s
s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧❛s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s



✸✳✶✳ ❈❍❆❘●❊❉ P❆❘❚■❈▲❊❙ ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❛r❡ s❡♣❡r❛t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s
tr✉❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s❛♠❡ ♠❛ss ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧❛s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱
❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❚❤❡
♥✉❝❧❡✉s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♦♥
❛♥② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳

❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❆♥② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✐s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②

I ≈ z2 · Z2

m2
✭✸✳✾✮

❍❡r❡✱m ❛♥❞ z ❛r❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ Z t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❧♦✇❡❞✲
❞♦✇♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❣r❡❛t❡st✱ ❢♦r ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧✳

❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
✶✳✹▼❡❱ ✐♥ ❛ t❤✐❝❦ t✉♥❣st❡♥ t❛r❣❡t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ■t✬s ❛ ❜r♦❛❞✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
▼♦st ♣❤♦t♦♥s t❛❦❡ r♦✉❣❤❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✬s ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❙♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❛r❡✳ ❆t
❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ Emax t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s tr✉♥❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♥❡r❣② t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❝❛♥ t❛❦❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s

Emax(radiation) = hνmax = Ekin(electron) ✭✸✳✶✵✮

❲✐t❤ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② νmax ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t h✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❝♦♥♥❡❝ts ✇✐t❤
❡✈❡r② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❢t❡r
♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✶✳✹▼❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t✉♥❣st❡♥✳

❆✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❢♦r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡♥❡r❣✐❡s Ekin ≪ E0

σrad =
16

3
· α · Z2 · r20 ✭✸✳✶✶✮

α ✐s t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ r0 t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s r0 = e2/m0 · c2✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q♥✳ ✸✳✾✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② Ei✳ ◆❡❛r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t✇✐❝❡ t❤❡ r❡st ♠❛ss E0 ✐t s❧♦✇❧② r✐s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

σrad = 8 · α · Z2 · r20 ·
(

ln
Ei

E0
− 1

6

)

✭✸✳✶✷✮

❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛❣❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❧❡❛❞ ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❢♦r
t❤❡ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❧❡❛❞ ❛t ❛❜♦✉t ✷✵▼❡❱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛❜♦✈❡ ✷✵✵▼❡❱✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✭s②♥❝❤r♦tr♦♥✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞
✐♥t♦ ❝✐r❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ❜② str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r❡✈❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❢r♦♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✉♣ t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤
❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✶▼❡❱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❜② ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐♥ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ❩ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r ▼ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

−
(

dE

dx

)

= 4α r20 ·
Z2

A
L · ln 183

Z1/3
· E =

E

X0
✭✸✳✶✸✮

L ✐s t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r X0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❲✐t❤ ✐t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐♥ ❧❡❛❞ ❛♥❞ ✇❛t❡r✳

dE

E
= − dx

X0
✭✸✳✶✹✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

E = E0 · e−
x
X0 ✭✸✳✶✺✮

■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ x tr❛✈❡❧❡❞ ✐♥
♠❛tt❡r✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r✿ ✐t ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ 1/e ♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❣✴❝♠✷✱ ✐t ✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✷✹ ✐♥ ❆❧✱ ✶✾ ✐♥ ❆r✱ ❛♥❞ ✻✳✸ ✐♥ P❜✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r✳

✸✳✷ ❯♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

❯♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛❜ ❝♦✉rs❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ γ✲q✉❛♥t❛✱ ❛r❡ ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦
t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❡♥❡r❣② t♦
♠❛tt❡r ❜② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✜rst✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✱ s♦ t❤❛t ❢♦r t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥

❋♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡✐ ✐s t❤❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ✈✐❛ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s
❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ♦♥ ♥✉❝❧❡✐

■♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥✱ ♥♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡❝❡✐✈❡s s♦♠❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❛ r❡❝♦✐❧ ❞❡t❡❝t♦r✳

tr❛♥s❢❡r ∆E ❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② En t♦ t❤❡ r❡st✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r
❆ ✐s

∆E =
4A

(A+ 1)2
· En · cos2 ·Θ ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② s②st❡♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ∆E ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❛♥❣❧❡ Θ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦♥ ❛❧❧
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐♠♣❛❝t ❢♦r Θ = 0✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✬s
✐♠♣❛❝t ♣❛rt♥❡r ✐s ❛ ♣r♦t♦♥ ✭❆❂✶✮✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐♠♣❛❝t ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✭✐❢ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ✐s
♥❡❣❧❡❝t❡❞✮✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♥❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ Pr♦t♦♥ ❘❡❝♦✐❧
❉❡t❡❝t♦r✳ ■t✬s ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤✳ P❧❛st✐❝ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡❝♦✐❧
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✭s❡❡ ✹✳✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝
s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ♥❡✉tr♦♥s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ■t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② En ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜r❡❛❦s ♦✛ s❤❛r♣❧②✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② str❛❣❣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥s
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ✷✵▼❡❱✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✬s ❞❡❝❧✐♥❡ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛r❡ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡♥ t❤❡
❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✸✳✶✻ r❡q✉✐r❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥✬s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥ r❡❝♦✐❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❛r❜✐tr❛r②
♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧② ❛❜♦✈❡ ✶▼❡❱✳

✸✳✷✳✶✳✷ ◆❡✉tr♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s

❲❤❡♥ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s
❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡✐t❤❡r ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ♦r ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢



✸✳✷✳ ❯◆❈❍❆❘●❊❉ P❆❘❚■❈▲❊❙ ✷✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳

❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t✉♠ ♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♥
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛t t❤❡
❜♦r♦♥ ✐s♦t♦♣❡ ✶✵❇✳

n +10 B → 7Li∗ + α+ 2.31MeV ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ 7▲✐ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✹✽▼❡❱
t❤❛t ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜② γ✲❞❡❝❛②✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✭✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✵✷✺ ❡❱✮
✐t ❣❡ts ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✽✹ ▼❡❱✱ t❤❡ α✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✶✳✹✼▼❡❱✳ ❚❤❡ ▲✐✲♥✉❝❧❡✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✉s ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜♦r♦♥ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷✮ ✇✐t❤ ❇❋✸ ❛s ✜❧❧✐♥❣ ❣❛s✳ ◆❛t✉r❛❧ ❜♦r♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ 10❇ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵✪✳ ■❢ t❤❡ α✲♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ▲✐ ✐♦♥s✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡
♥❡✉tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ r❡❧❡❛s❡ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❧✐♥❡ ❛♣♣❡❛rs t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ◗✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✳✸✶▼❡❱✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ✐♥ ❣❛s✳
❲✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣♦❡s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ 7▲✐✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❝❝✉rs ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ Q = 2.78▼❡❱✳

❚❤❡ 10❇ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✐t ✐s σ = 3837 · 10−24 cm2✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❦❡❱ ✐t
❞r♦♣s ✇✐t❤ 1/v✳ ■t ✐s✿

σ · v = const = 1.6 · 10−16 cm
3

s
✭✸✳✶✽✮

■♥ t❤✐s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❝♦✉♥t❡r ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ σ · isv✳ ❆t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶▼❡❱ ❛♥❞ ✶✻▼❡❱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ = 1.5 · 10−34 cm2✱ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t ✶✳✷✻▼❡❱✳

❆ s✐♠✐❧❛r❧② ❤✐❣❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② σ =
5327 · 1−24 cm2✱ ❤❛s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥

n +3 He → p + t + 0.77MeV ✭✸✳✶✾✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠❛tt❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ γ✲q✉❛♥t❛✳

■t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ 3❍❡✲❝♦✉♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡
tr✐t♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ 1/v ❧❛✇ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✉♣ t♦
✶▼❡❱✳

✸✳✷✳✶✳✸ ◆❡✉tr♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ✜ss✐♦♥

❋♦r ✈❡r② ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✱ s✉❝❤ ❛s 235❯✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♣❧✐t t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳
❇❡s✐❞❡s ❛ ❢❡✇ ♥❡✉tr♦♥s✱ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❝♦r❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜ss✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t✉♠

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ γ✲q✉❛♥t❛ ❞♦ ♥♦t ✐♦♥✐③❡ ♠❛tt❡r ❞✐r❡❝t❧②✳ ■t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❧❛r❣❡r s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛tt❡r ✉♥❞✐st✉r❜❡❞✳ ■t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s t❛❦❡ ♦✈❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❧♦s❡ ❜②
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❧❡♣t♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ γ✲q✉❛♥t❛✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ ♠❛tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤✐♥❦ ❛ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ❜❡❛♠ ♦❢ α✲♣❛rt✐❝❧❡s ✢②✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N
♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② E✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❆ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❞x ✭❋✐❣✳ ✸✳✽✮✳ ❋♦r ❛
t❤✐♥ ❛❜s♦r❜❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦s❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt dE ♦❢
✐ts ❡♥❡r❣②✱ ♥♦♥❡ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛❜s♦r❜❡r st✐❧❧ N ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞✱ ❜✉t
❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣② E−dE✳ ❆ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ❧♦s❡s ♦♥❧② ❡♥❡r❣② ✭✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧②
t❤✐♥ ♠❛tt❡r✮✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥t❡♥s✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❛✇ ❢♦r γ✲q✉❛♥t❛✳

❲✐t❤ γ✲q✉❛♥t❛ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✭❋✐❣✳ ✸✳✾✮✳ ■♥ ♠❛tt❡r✱ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞
❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ♦r ❜② ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦r s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❜② t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡ss ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤♦s❡ t❤❛t
❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ❧♦s❡s ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ♠❛tt❡r✱
❜✉t t❤❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❧♦s❡ ♥♦ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ µ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ① ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r✳
❲❤❡♥ N(0) ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ q✉❛♥t❛ ❡♥t❡r ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✱ st✐❧❧ N(x) q✉❛♥t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
❛❢t❡r t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ x✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P t❤❛t ❛ q✉❛♥t✉♠ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧
r❛♥❣❡ ❞x✱ ✐s

P = µ · dx ✭✸✳✷✵✮

❋♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r dN ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dx✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s✿

dN = −P ·N(x) = −µ ·N(x)dx ✭✸✳✷✶✮

■♥t❡❣r❛t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss d t❤✐s ❧❡❛❞s t♦

N(d) = N(0) · e−µd ✭✸✳✷✷✮

♦r ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

I(d) = I(0) · e−µd ✭✸✳✷✸✮

❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ γ✲r❛② ✐♥ ♠❛tt❡r t❤✉s ♦❜❡②s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s
✇❤❡♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣❛✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾
✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❚❤✉s✱ ♥♦
s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t❛ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ♦♥❧②
❤❛s t♦ ❜❡ t❤✐♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦✉❜❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ q✉❛♥t❛ ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣②
E✱ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
γ✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♠❛tt❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳
❚❤❡ γ✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❤✐❡❧❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛ t❤✐❝❦ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❧❛②❡r ❛ ✜♥✐t❡
✐♥t❡♥s✐t② st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡✈❡rs❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❊✛❡❝t

❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ γ✲q✉❛♥t❛ ♦✛ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ❛t r❡st
♦r t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❧♦s❡s
❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ✐s ♣✉r❡❧② ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② t❤❡♦r❡♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r②
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ❤❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② E′✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② E0 ❤❛s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❊❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p✳
θ ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❡♦r❡♠

E + E0 = Ee + E′ ✭✸✳✷✹✮

❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤❡♦r❡♠

c2 p2 = E2
e − E2

0 = E2 + E′ 2− 2E E′ · cos θ ✭✸✳✷✺✮

②✐❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t✉♠

E′ =
E

1 + E
E0

· (1− cos θ)
✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ekin ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s

Ekin = E − E′ =
E2

E0
· (1− cos θ)

1 + E
E0

· (1− cos θ)
✭✸✳✷✼✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❤✐❢t✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ■t ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r θ→ 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛♥② r❡❝♦✐❧
❡♥❡r❣②✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐s ❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r θ = 180◦✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② Emax

Emax =
E

1 + E0

2E

✭✸✳✷✽✮

■t ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❦❡❡♣s ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❤✐❢t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ✲
q✉❛♥t✉♠ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ✇✐❧❧ ❜❡✳ ❲❤❡♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ E = 1▼❡❱✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r Emax/E = 80%
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ Emax/E = 0, 2% ❢♦r ♣r♦t♦♥s✳

❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐s ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞✳ ❙♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢
γ✲q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛② ♦♥ ♣r♦t♦♥s ♦r ♥✉❝❧❡✐ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ Emax/E = 5 · 10−6 ❢♦r ❧✐❣❤t ❛t ❡❧❡❝tr♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ E/E0✳

❚❤✐s ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❣♦❡s ❢♦r E/E0 ≪ 1 ❛❣❛✐♥st E✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♥ ❣♦❡s ♦✈❡r ✐♥t♦ ❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞ γ✲q✉❛♥t✉♠ ♦♥
❡❧❡❝tr♦♥s ✐s

dσ

dΩ
=
r20
2

·
[

1 +
E

E0
· (1− cos θ)

]−3

×
[

− E

E0
· cos3 θ +

(

E2

E2
0

+
E

E0
+ 1

)

·
(

1 + cos2 θ
)

− E

E0
·
(

2E

E0
+ 1

)

· cos θ
]

cm2

sr
✭✸✳✷✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s r0 = e2/(m0 · c2)✳ ❋♦r γ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤✐s t✉r♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

dσ

dΩ
=
r20
2

·
(

1 + cos2θ
)

❢♦r
E

E0
<< 1 ✭✸✳✸✵✮

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♥❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ t❤❡ γ✲❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
E/E0 = 0✱ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛r♦✉♥❞ ✾✵➦✳ ❋♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡
❡♥❡r❣② ❣❡ts✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳

❚❤❡ t♦t❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❊q♥✳ ✸✳✷✻ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

σ = 2πr20 ·
1 + E

E0
(

E
E0

)2 ·





2
(

1 + E
E0

)

1 + 2 E
E0

− E0

E
· ln
(

1 + 2
E

E0

)





+
E0

2E
· ln
(

1 + 2
E

E0

)

−
1 + 3E

E0
(

1 + 2 E
E0

)2 ✭✸✳✸✶✮

■ts s❤❛♣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✳ ■t ❞❡❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤✐s t♦♦ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❣❛✐♥st
t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

σTh =
8π

3
· r20 ✭✸✳✸✷✮

❆❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦✛ ❛ ❢r❡❡✱ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ❜✉t t❤❡✐r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ❧✐❣❤t ❛t♦♠s✳ ■t ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ♦❢ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ σa ♣❡r ❛t♦♠ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s σe ♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✿

σa = Z · σe ✭✸✳✸✸✮

❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❤❡❛✈② ❛t♦♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ✐♥♥❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ■❞❡❛❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❛❧❧♦✇s γ✲q✉❛♥t❛ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② t♦ ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝✲
t♦r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ r❡❝♦✐❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ γ✲q✉❛♥t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② E = h ν✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ q✉❛♥t❛ ❛r❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ■t st❛rts ❛t ❡♥❡r❣② ③❡r♦ ❛♥❞
❛❜♦rts ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② Emax✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q♥✳ ✸✳✷✽✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣✱ ✐❞❡❛❧❧② ✈❡rt✐❝❛❧✱
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✇♦rs❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ✢❛tt❡r t❤❡
❡❞❣❡ ✐s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ✭❊q♥✳ ✸✳✷✾✮✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✳
■❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝❛s❡ E/E0 = 1 ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥
❡❞❣❡ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❆t ❧❡❛st ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❊q♥✳ ✸✳✷✽ ❢r♦♠ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♠❡❛r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡✐t❤❡r ❛s ❡❧❛st✐❝ ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❇♦t❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♦r ❛s ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ❡❧❛st✐❝✱ ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s t❤❡
s❛♠❡✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤✉s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐♥❡❧❛st✐❝ ❤❡r❡✳

✸✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣❤♦t♦ ❡✛❡❝t

❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❜② ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥
♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❖♥❡ s♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs n✳ ❙t❛t❡s
✇✐t❤ n = 1, 2, 3 ❡t❝✳ ❢♦r♠ t❤❡ ❑✲✱ ▲✲✱ ▼✲s❤❡❧❧✱ ❡t❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ st❛t❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r J ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡❝t♦r✐❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❡✛❡❝t✳

♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ s ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ J ✱ t❤❡ s❤❡❧❧s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡② ❛r❡ s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t J
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✐♥ ❛ s❤❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l ✐♥ ❛ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❛♥t✉♠
♥✉♠❜❡r n ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ n✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 2n − 1 ❞✐✛❡r❡♥t t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ✐s ♥♦t s♣❧✐t✱ ❚❤❡ ▲✲s❤❡❧❧ ✐s s♣❧✐t t❤r❡❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ ▼✲s❤❡❧❧ ✐s s♣❧✐t ✜✈❡ t✐♠❡s✱ ❡t❝✳

■♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z✱ t❤❡ Z st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❲❤❡♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❜❡ ✐t ❜② t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❡♥❡r❣② ✕ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s t❤❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ✕ ♦r ✐♥t♦ ❛ st❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✕ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s t❤❡♥
✐♦♥✐③❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥② ❡♥❡r❣② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞✳

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② E = h ν ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧
♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s

E = hν = Ekin + EK ✭✸✳✸✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ❛t♦♠✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ γ✲❡♥❡r❣②
❣♦❡s t♦ t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s✱ ❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ❤❡r❡✱ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

■♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐t ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛♥
❡♥❡r❣② s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ✐s ❛❧✇❛②s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♦ ❢♦r ❤❡❛✈② ❛t♦♠s✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■❢ t❤❡
♣❤♦t♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ q✉❛♥t❛ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❧❧s✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ q✉❛♥t❛ ❛ss✉♠❡ ♠❛♥② ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ❛ ❝❧❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t
t❤❛t ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❆♥ ❛t♦♠ t❤❛t ❧❛❝❦s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❤❡❧❧ ✐s ✐♥ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱
✇❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❥✉st t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s s❤❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s ✐s ❛❜♦✉t 10−8 s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❡r ♦♥❡s ❛♥❞ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−12 s✱ ❢♦r
t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❛t♦♠ ✐s ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r
s❤❡❧❧ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❧✐❣❤t ✇❤❡♥ ❛ ❤♦❧❡ ✐s ✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❧❧✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t✳

r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐❢ ✐t ✐s ✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧✳ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t t❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥
❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t✱ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✿ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞✱ ❜♦✉♥❞ st❛t❡
✐♥t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r st❛t❡ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐♥t♦ ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
❡♠✐tt❡❞ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❳✲r❛②s ✐♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s❤♦rt ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧②
❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡s s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s✳
■♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❦✐♥❡t✐❝✱ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡
❡♥❡r❣②✳

❚❤✐s ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✲s❤❡❧❧ ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② EK−EL✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛t ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧✱ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✲s❤❡❧❧✱ ✐❢ ✐t ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② EL ✭✜❣✳ ✸✳✶✻✮✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡
❛t♦♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② Ekin = EK − 2EL✳ ❚❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ✐♥♥❡r r❡❝♦✐❧✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❝❝✉rs ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇
❧❛❝❦s t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ▲✲s❤❡❧❧✱ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❢✉rt❤❡r ❆✉❣❡r ❡✛❡❝ts ✐♥t♦
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
❢♦r ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳

■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t♦ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣② s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳
❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−8 s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡
♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛❝r♦ss ❛❧❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❡✈❡♥ts ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t t❤❡r❡❢♦r❡
♣r♦❞✉❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❛ ❧✐♥❡ ❛t t❤❡ γ✲❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❧✐♥❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳
■❞❡❛❧❧②✱ ✐t ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐s ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❧✐♠✐t❡❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡r t❤❡ ✇♦rs❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✳ ❚❤❡
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡✈❡♥ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜❡ ✐t ❳✲r❛②s ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❚❤❡ ♣❤♦t♦ ♣❡❛❦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳

❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✐❡s✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ❬✶✶❪✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❛t♦♠✱
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ✐s s✐♠♣❧❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② str♦♥❣❧② ❜♦✉♥❞
❡❧❡❝tr♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭♥♦t t♦
s❝❛❧❡✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ✐s✿ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❜②
❛ st❡❡♣ ❛s❝❡♥t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s❤❡❧❧ ♦r s✉❜s❤❡❧❧✳ ❆t
t❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s❤❡❧❧ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ▲✲s❤❡❧❧ s❤♦✇s ❛ tr✐♣❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛r❦❡❞✳

■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❛✇t♦♦t❤ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②
✇✐t❤ E−3.5 ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐t❤ E−1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❙❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳

❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s s❤♦✇♥ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✳ ■♥ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❇♦r♥✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❍❡✐t❧❡r ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦♥ ❜♦t❤
❑✲❡❧❡❝tr♦♥s✿

σPh = α4 · Z5 ·
√

32 ·
(

E0

E

)7

· σTh ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ Z t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛t♦♠✱ E0 t❤❡ t❤❡
r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ E t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ σTh t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❚❤♦♠s♦♥
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✸✳✺✳ ❋♦r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧✱
t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✾✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧✳ ❆❧s♦
❛t t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❛♥❣❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
✈❛❧✐❞✳ ■t t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦

σPh = 1.5α4 · Z5 · E0

E
· σTh ✭✸✳✸✻✮

❆s ②♦✉ ❝❛♥ s❡❡✱ ❜♦t❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✢❛tt❡♥ t❤❡ s❧♦♣❡✳ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ✐ts
str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✺t❤ ♣♦✇❡r✳
❊✈❡♥ ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ❛♥❞ ✜✈❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❡♥❡r❣②✳

❆❜♦✉t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t q✉❛♥t✉♠✳
❆t ✶✵✵ ❦❡❱✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡r② ❜r♦❛❞✱ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s st✐❧❧ ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❆♥❣❧❡ ✐s ✹✺➦✳ ❆t ✵✱✺▼❡❱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛t
✷✵➦✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦t❤✐♥❣ ❧❡❢t ❛t ❛♥❣❧❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✹✺➦✳
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✸✳✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ γ✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣② ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r ♣❛rt❧② tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ P❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss✿ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ ✐ts ❡♥❡r❣②
♣r❡✈❛✐❧s ❛s r❡st ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r✳

❉✐r❛❝ ✇❛s t❤❡ ✜rst ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦r r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❋❡②♥♠❛♥✬s q✉❛♥t✉♠
❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

E = ±
√

p2c2 + E2
0 ✭✸✳✸✼✮

❲✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❢r❡❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥
✇✐t❤ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② E0 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❉✐r❛❝ t♦♦❦ ❛❧s♦ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ s❡r✐♦✉s❧②
❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ E ≥ E0

❛ s❡❝♦♥❞✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡ ✇✐t❤ E ≤ E0 ❝❛♥ ❡①✐st✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛r❡❛s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣②
❣❛♣ 2E0✳ ❍❛✈✐♥❣ t♦ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❛s ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍❡
s✐❞❡st❡♣♣❡❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❜② ♣♦st✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■t ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❙❡❛✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♦❝❝✉♣② ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✭❢♦r ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛r❡❛
❜♦✉♥❞❛r②✳

❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r❡❡ s✐t❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐❢t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❡❛ ✐♥t♦
❛♥ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛♥❣❡✳ ■♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱
❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛t ❧❡❛st 2E0 ❝❛♥ ❧✐❢t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❛ ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧✱ ❢r❡❡✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡
s❡❛✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈❡s ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ P♦s✐tr♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤♦❧❡ ♦r ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇♦t❤
t❤❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤♦❧❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡
γ✲❡♥❡r❣②✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 2E0 ✐s ✉s❡❞ ✉♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐❢t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡✱
t❤❡ r❡st ♦❝❝✉rs ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ❉✉r✐♥❣ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❤♦❧❡ t❤❛t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
r❛♥❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐s ✜❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ❛t r❡st✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡
r❡❧❡❛s❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡
q✉❛♥t❛✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ✐♥
✈❛❝✉✉♠✳ ◆♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦✐❧✲❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣✐❝t✉r❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ✇❤❛t
✐s ♠❡❛♥t ❜② t❤✐s✳ ■t ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❞✐ss♦❧✈❡ ✐♥t♦ ♣✉r❡ ❡♥❡r❣② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡r♠s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ❝❛♥❝❡❧
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ γ✲q✉❛♥t✉♠
✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② Eγ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ pγ = Eγ/c ❝❛♥♥♦t
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛♥s❢❡r ✐ts ❡♥t✐r❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ r❡st ♠❛ss✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② E ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳

E =
√

p2c2 + E2
i ✭✸✳✸✽✮

Ei ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ p t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ■❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ tr❛♥s♠✐ts ✐ts ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣②✱
✐✳❡✳ E = Eγ ✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✈❡❧♦❝✐t② v
✐s✿

p =
E

c2
· v =

Eγ

c2
· v =

v

c
· pγ ✭✸✳✸✾✮

❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ♣❛✐r✬s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t✉♠✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❡①❝❡ss ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ♣❛ss ♦✈❡r t♦ t❤✐s
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② Eγ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❛✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s

Eγ = 2E0 ·
(

1 +
E0

M0 c2

)

✭✸✳✹✵✮

M0 ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞ t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ E0 ✐s✱ ❛s
❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧②
s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r✳ ■♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❤❡❛✈②
❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧s✱ ✐s ✐♥ ❇♦r♥✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

σP = α · r20 · Z2 ·
(

28

9
· log 2E

E0
− 218

27
− 1, 027

)

♣r♦ ❆t♦♠ ✭✸✳✹✶✮

α ✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r0 ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞ Z ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■t str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t r✐s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧②✳
■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❡♥❡r❣②✱ ♣❛✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛r ♦✉t✇❡✐❣❤s ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❊q♥✳ ✸✳✹✶ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦✉rs❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts
❊q♥✳ ✸✳✹✶✳ ❚❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣✳ ■♥
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛r❣❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣✳ ❇✉t ✐❢ ✐t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❛t ❤✐❣❤
❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ ❧❡❛❞ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳

❆❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ❊q♥✳ ✸✳✸✾ s❛②s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ✐s ❛t r❡st ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ③❡r♦✱ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t ✐s
2E0/c✳

❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ q✉❛♥t❛✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r
r❡❝♦✐❧ ♣❛rt♥❡rs ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s E− ❛♥❞ E+✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ p−
❛♥❞ p+ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② E ❛♥❞
t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s Eγi ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛
pγi ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t❛✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t❛ ✐s✿

E =
√

p2c2 + ϵ20 = Eγ1 + Eγ2 ✭✸✳✹✷✮

✇✐t❤

ϵ0 = E+ + E−, E+ =
√

p2+c
2 + E2

0 , E− =
√

p2−c
2 + E2

0 ✇✐t❤ p⃗+ = p⃗− ✭✸✳✹✸✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡+ ❡− ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✿ ❛✮ ✐♥ t✇♦ q✉❛♥t❛✱ ❜✮ ✐♥ ♦♥❡ q✉❛♥t✉♠✳

❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤❡♦r❡♠ ✐s

p⃗ = p⃗γ1 + p⃗γ2 ✭✸✳✹✹✮

■❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s ❛t r❡st ✭p⃗ = 0✮✱ ✐t ✐s

p⃗γ1 = −p⃗γ2 ❛♥❞ Eγ1 = Eγ2 = E+ + E− ✭✸✳✹✺✮

❚❤❡ γ✲q✉❛♥t❛ ♠♦✈❡ ❛♣❛rt ✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✱ ❡❛❝❤
✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✐❢ p+ = p− = 0✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡
r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❧❡♣t♦♥✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲q✉❛♥t❛ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ❛t r❡st✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ❤❛s
t❤❡ ❡♥❡r❣② Eγ = 0.511▼❡❱✳

❚❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s ♠♦✈✐♥❣✱ ❡✳❣✳ ✐❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s
♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v+ t♦✇❛r❞s ❛ r❡st✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t❛ ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✽✵➦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
♣♦s✐tr♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ε ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭c ❂ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✮ ✐s✿

ε =

√

v+
2c

✭✸✳✹✻✮

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ q✉❛♥t❛✳ ❊♥❡r❣② ❛♥❞
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛r❡ t❤❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ q✉❛♥t✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❇♦r♥✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t
r❡st✳ ❋♦r s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ π · α4 · r20 · Z5✱ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✉♠
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ π · r20 · Z✱ ✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ r0 ✐s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ t❤❡
t✇♦✲q✉❛♥t❛ ❞❡❝❛② ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s
♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❞❡❝❛② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r
❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺▼❡❱✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ γ✲s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r✳
❚✇♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t γ✲q✉❛♥t❛✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺✶✶▼❡❱✱ ✢②✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛r❡
❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛
❧✐♥❡ ❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ✐❢ ✐t ✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t ♥♦ q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥✳

❲❤❛t ❞♦❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❛t ✇❛s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
❛♥ ❡♥❡r❣②✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r❄ ❚❤✐s ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r
t❤✐s✱ ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛✐r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ γ✲❡♥❡r❣②✱ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ r❡st ♠❛ss✱ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳
❲✐t❤✐♥ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tt❡r✳ ❆❢t❡r ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡
♣♦s✐tr♦♥ ❛t r❡st ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ✐♥t♦ t✇♦ γ✲q✉❛♥t❛✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
✵✳✺✶✶▼❡❱✳ ✭▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P♦s✐tr♦♥✐✉♠✮✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
q✉❛♥t❛ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ γ✲q✉❛♥t✉♠ ♦❝❝✉rs ❛s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡
♣❤♦t♦✲♣❡❛❦✳ ❇✉t ✐❢ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ q✉❛♥t❛ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤♦✉t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❧✐♥❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❡ ♦r t✇♦ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇
t❤❡ ♣❤♦t♦✲♣❡❛❦✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦s✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ γ✲s♦✉r❝❡✳ ❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♣❤♦t♦
❧✐♥❡ ❛t t❤❡ γ✲❡♥❡r❣② Eγ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❈♦♠♣t♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ EC t♦
❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ γ✲❡♥❡r❣② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ♣❛✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡s❝❛♣❡ ❧✐♥❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss✳ ■t ❤❛s t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❧✐♥❡✱ ❜✉t ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r✱ ❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❧✐♥❡✳ ■t ✐s
❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳

s❝❛tt❡r❡❞ ❜❛❝❦ ❜② t❤❡ ♠❛tt❡r ❜❡❤✐♥❞ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t✳ ■t ❤❛s ❧♦st t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❝❝✉rs
❛t ❛♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡①❛❝t❧② ❛t ✶✽✵➦❜✉t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡✱ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❧✐♥❡ ✐s ❜r♦❛❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❧✐♥❡✳

✸✳✷✳✷✳✹ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r

❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ r❡❧❛t✐♦♥

I = I0 · e−µd ✭✸✳✹✼✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②

λ =
1

µ
✭✸✳✹✽✮

✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠✱ ❜❡❢♦r❡
✐t ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳

µ = µC + µPh + µP ✭✸✳✹✾✮

❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❜② t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② N ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳

µ = N · (σC + σPh + σP) ✭✸✳✺✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❧❡❛❞✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✉♣ t♦
✶✵▼❡❱✳ ■t✬s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ♦♥❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✷✵✵ ❦❡❱✳ P❛✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ r❛t❡ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✺▼❡❱✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r
t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❩✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ♦♥❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❤✐❣❤❡r ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r
❧❡❛❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❖♥❧② ❛❜♦✈❡ ✻✵✵ ❦❡❱ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥
❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ❧✐❡s ❛t ❛❜♦✉t ✸▼❡❱ ❢♦r ❧❡❛❞✱
❢♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛t ❛❜♦✉t ✶✵▼❡❱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❧♦tt❡❞ r❛♥❣❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❡✛❡❝ts ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❝✉r✈❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝✉r✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
❝✉r✈❡ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛t ❧♦✇
❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❛t ♠❡❞✐✉♠ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ❛t ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s
t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡✳

❖♥❡ ❧❡❛r♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❣r❛♣❤ t❤❛t ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✶▼❡❱ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡ ♠♦st
♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ✐s
♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛✱ ✇❤❡r❡ ♥♦t ❡✈❡♥ t❤❡ s❧✐❣❤t❡st
tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❈❍✷✱ ♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs
❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✷✳✼✳ ❖t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ❛s ●❡ ❛♥❞
◆❛❏✱ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ Z = 32 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ♣❡❛❦✳

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❧✐st❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❩✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts✳

❊♥❡r❣② ❩ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛t

P❤♦t♦ ❊✛❡❝t 1/E3 Z4 − Z5 E s♠❛❧❧
Z ❧❛r❣❡

❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t 1/E2 ❝♦❛rs❡ Z
E ♠❡❞✐✉♠
✭✶▼❡❱✮
Z s♠❛❧❧

P❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ lnE ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Z2 E ❧❛r❣❡
Z ❧❛r❣❡
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❈❤❛♣t❡r ✹

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♠❛tt❡r✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛♥s♠✐t t❤❡✐r ❡♥❡r❣②
✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛② ❜② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✜rst ♣r♦❞✉❝❡ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ♣r✐♠❛r② ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜② ✇❤✐❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱
❛ ❢❡✇ ♦t❤❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✹✳✶ ❉❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦❧❞❡st ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♠❛tt❡r✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❡t❡rs t❤❛t ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ✉♣♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r
t❤❛t ❜❡❝❛♠❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❛t t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs✱
st✐❧❧ ✉s❡❞ t♦❞❛②✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧s✳ ◆♦t ♦♥❧② ✐♥ ❣❛s❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥
s♦❧✐❞s✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r

❆❧❧ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs ✇♦r❦ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♦♥✐③❡s t❤❡ ❣❛s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s t❤✉s ❝r❡❛t❡❞✱ ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❛r❡
s✐♥❣❧❡✲❝❤❛r❣❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✰✶ ❝❤❛r❣❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉rt❤❡r✱ ♥♦r ❛r❡
t❤❡ ❛♥✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦✉♥t❡rs ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✇❤✐❝❤
❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐♦♥s✱ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❣❛s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✶✻❪✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ T ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♠❛ss Mi t❤❡♥ ❤❛s ❛ ♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

vi =

√

3 · k · T
Mi

✭✹✳✶✮

✹✾
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✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣❛s ✇✐t❤ t❤✐s
✈❡❧♦❝✐t② ✉♥t✐❧ t❤❡② ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡② tr❛✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ✐s ❬✶✼❪

L =
1√

2π · a2 ·N
❢♦r ✐♦♥s✱ ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭✹✳✷✮

λ =
1

π ·
(

a
2

)2 ·N
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✹✳✸✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② a✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜✉t ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❊q♥✳ ✹✳✷✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❊q♥✳ ✹✳✸ ♦♥❧② ❤❛❧❢
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ N ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❣❛s❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜

λ =
1.3

p
♠♠ ❢♦r p ✐♥ ❤❡❝t♦P❛s❝❛❧ ✭✹✳✹✮

❛♥❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−4 ❝♠ ❛t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳
■❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ str❡♥❣t❤ E ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❜s♦r❜

❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■❢ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧②✳ ■♥ ❣❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② tr❛♥s❢❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②
t♦ t❤❡ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡✱ ❛s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠♣❛❝ts ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

Ti =
T

2
+

1

2
·
√

T 2 +
16 · e2 · E2 · L2

9 · k2 ✐♦♥s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✹✳✺✮

Te =
T

2
+

1

2
·
√

T 2 +
4 · e2 · E2 · λ2

9 · k2 · Mi

Me
❡❧❡❝tr♦♥s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✹✳✻✮

❋♦r s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ♦❢ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ♠❛ss Mi t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss Me✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ✲ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞r✐❢t ✲ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✳
❚❤❡s❡ ❛r❡

ūi = bi · E =

√

6

π
· L · e
Mi · vi

· E ❢♦r ✐♦♥s ✭✹✳✼✮

ūc = bc · E =

√

6

π
· λ · e
Me · ve

· E ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✹✳✽✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✹✳✶✱ vi ♦r ve ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥s ♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t
❛ s❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ bi ♦r be ❛r❡ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② ✳ ❋♦r ✇❡❛❦ ✜❡❧❞s t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞✳
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bi =
e · L√

3 · k · T ·Mi
✐♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✭✹✳✾✮

be =
e · λ√

3 · k · T ·Me
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡✐r r❛t✐♦ ✐s

be
bi

=
λ

L
·
√

Mi

Me
= 4

√
2 ·
√

Mi

Me
✭✹✳✶✶✮

❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❞r✐❢t s♣❡❡❞ ✐s ❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✵✵❱✴❝♠✱ t❤❡ ❞r✐❢t s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✐s

ūi = 13
m

s
✭✹✳✶✷✮

■t ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❊q♥✳ ✹✳✶

v̄i = 490
m

s
✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r✐❢t s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s

ūe = 17
km

s
✭✹✳✶✹✮

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥s ♠♦st❧② r❡♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
✢② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳

■❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞
✈✐❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛s t❤❡ s②st❡♠s ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ ❛ ♥❡✇ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❡❧❛st✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣
♣❛rt♥❡rs ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ♠❛ss M ✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ∆Ee✳

∆Ee =
2 ·M ·Me

(M +Me)
2 ·
(

Ee − Ē
)

≈ 2 ·Me

M
·
(

Ee − Ē
)

✭✹✳✶✺✮

❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧

∆Ei ≈
1

2
·
(

Ei − Ē
)

✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Ee ❛♥❞ Ei ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ Ē ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t
t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉st ❝♦❧❧✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t♦
❧♦s❡ ✐ts ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs ❤❛❧❢ ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐♥ ❥✉st ♦♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥ ♦r ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q♥✳ ✹✳✺ ❛♥❞ ❊q♥✳ ✹✳✻✳

■♥ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s
❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ✐♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ♣❛✐r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛②✱ ✇❤❡r❡❛s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧✇❛②s ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤♦✉t r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥ t✉r♥ r❡❧❡❛s❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳

■♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✜rst✱ t❤❡ ✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞
s❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛❦❡ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ✐♦♥s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✿ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■t ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ❢♦r♠ ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
tr✐♣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t♦ ❛ t❤✐r❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ♦r ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆♥♦t❤❡r✱
❜✉t ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜② ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r

❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❛s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❧❛t❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② l✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❜② C✱ ❛♥❞ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ V0 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳

❆ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢②✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✇✐❧❧ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ❣❛s✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛✐r ♥❡❡❞s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② W ✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛✐r ✐t ✐s ✸✺ ❡❱✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦s❡s
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ∆E ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡♥ n ✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

n =
∆E

W
✭✹✳✶✼✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ Q ♦❢ t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s

Q = −n · e ✭✹✳✶✽✮

■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✐♦♥s
❛r❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❧❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞
♣❧❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s ✐s♦❧❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✺✸

∆V =
Q

C
=
n · e
C

✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❲✐t❤ ❊q♥✳ ✹✳✶✼ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❤❛r❣❡
✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦st ❜② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❛❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s q✉✐❝❦❧②✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s✐♠❡t❡rs✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣
♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❡①♣♦s❡❞ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦s❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

■♥ ♣✉❧s❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡❞ ✈♦❧t❛❣❡
V0 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝❤❛♠❜❡r ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C ❛♥❞ ❛ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r R✳ ❲✐t❤♦✉t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡
❝❤❛♠❜❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✳ ■❢ t❤❡ ❣❛s ✐s ✐♦♥✐③❡❞ t❤❡♥ ✐t ❜❡❝♦♠❡s
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t r❡❛❝❤❡❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❆ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡ ✐s t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ r❡s✐st♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡ ❜②

V (t) =
n · e
l · C · (ūe + ūi) · t ✭✹✳✷✵✮

❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ūe ❛♥❞ ✐♦♥s ūi✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ x0 ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❛t ✐♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢r❛❝t✐♦♥ Ve(t)✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥s Vi(t)✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ Vemax

Vemax =
n · e · x0
l · C ✭✹✳✷✶✮

✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡

Te =

∫ x0

0

dx

ūe
=

x0 · l
be · V0

✭✹✳✷✷✮

✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆❢t❡r ❛❜♦✉t 10−6 s ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ♥♦✇
❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡

Vi max =
n · e · (l − x0)

l · C ✭✹✳✷✸✮

■t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡

Ti =

∫ 1

x0

dx

ūi
=

(x0 − l)l

biV0
✭✹✳✷✹✮

✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t 10−3 s ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐♦♥s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s

Vmax = Vemax + Vi max =
n · e
C

✭✹✳✷✺✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ✐♥ ❊q♥✳ ✹✳✶✾✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✱
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✉❧s❡ ♠✉st ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❞✐ss✐♣❛t❡
s♦ s❧♦✇❧② t❤❛t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss❡s ♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ r❡q✉✐r❡s ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ R s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t T = RC ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ T/Te✳

✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q♥✳ ✹✳✷✶✱ ✹✳✷✸✱ ❛♥❞ ✹✳✷✺ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥✱ ♥♦t
t♦ s❝❛❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ■t ❛❧s♦ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t✐♠❡s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ❖♥❧② s♠❛❧❧ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤
s✉❝❤ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❊q♥✳ ✹✳✷✵ ❜❡❝♦♠❡s ❬✶✽❪✿

V (t) =
T

Te
· Vemax ·

(

1− e−
t
T

)

❢ür 0 ≤ t ≤ Te ✭✹✳✷✻✮

V (t) =
T

Te
· Vemax ·

(

1− e−
Te
T

)

· e− t
T ❢ür Te ≤ t ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡s❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts T ✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ s❤♦rt ✇✐t❤
t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t = Te✱ ❤♦✇❡✈❡r Te ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✉♣ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r✳

Te ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥st❛♥t tr❡♥❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

▼♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t❤❛♥ t❤❡ ✢❛t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s t❤❡
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ✭✐♥♥❡r✮ r❛❞✐✉s ra ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s ri ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ V0 ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② ✐♥
t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡

E =
V0
r

· ln ra
ri

✭✹✳✷✽✮

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣✉❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡

Vemax =
n · e
C

· ln
(

r

ri

)

/ ln

(

ra
ri

)

✭✹✳✷✾✮

❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧✐♥❡❛r ❛s
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧② ❛t ✜rst✱ t❤❡♥ ❢❛st❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡
❝❛♣❛❝✐t♦r✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❡t✲✉♣ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥❀ ✐t ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✳



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ P✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❄❄✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t V ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✉❧s❡ ♦r s✐♠✐❧❛r❧② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❱♠❛① ❛t ❛ ✈♦❧t❛❣❡ U1✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♥♦t
❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs r❡❛❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❜✉t ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ✐s ❧♦st t❤r♦✉❣❤ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❢❛st❡r t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❡✳
❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ U2✳ ❆❧❧
❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥❀ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥❧② s❤♦rt❡♥s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❜✉t
♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s
❛r❡❛✳

✹✳✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ❛t ✈♦❧t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ U2✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ E ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
✇✐r❡ ✐s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ λ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ❣❛s✳ ▲❡t Ui ❜❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

λ · E ≥ Ui ✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♦♥✐③❡ ❢✉rt❤❡r✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ r❡♣❡❛t ✐ts❡❧❢ ♦✈❡r ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♦❝❝✉rs ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q♥✳ ✹✳✶✽✱ ❜✉t ❜②

Q = −n · e ·A(U0) ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ♠❛♥② s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐♦♥✐③✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✇❤❡r❡ A ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ n ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✮✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r A✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr✉❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡✳

❚❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❛s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ✈❡r② ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✈♦❧t❛❣❡✳ ❋♦r ❣❛s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❛❧♠♦st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

A ≈ eU0 ✭✹✳✸✷✮



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✺✼

t❤❡r❡❢♦r❡✱ A ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ♠♦♥♦✲❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ tr✉❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✉♥t✐❧ ❛r♦✉♥❞ A = 100✱ ❢♦r ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❤❛♥❡✱ ❡✈❡♥ ❛t A = 105✳

❚❤❡ tr✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❡♥❞s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❣❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♥♦t ♦♥❧②
✐♦♥✐③❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❣❛s t♦ ❣❛s✱ ❡①❝✐t❡ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡♠✐t ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❛t ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ✐♥ t✉r♥ r❡❧❡❛s❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤r♦✉❣❤
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛s ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡✳ ■❢ ♦♥❡ ✉s❡s γ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Atot ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❣❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳

Atot =
A

1− γ A
✭✹✳✸✸✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t❡s A ❡❧❡❝tr♦♥s ✈✐❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ γA ✈✐❛ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❣❡♥❡r❛t❡ (γA) ·A ❡❧❡❝tr♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r (γA) · (γA) ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s t❤❡♥

Atot = A+ γA2 + γ2A3 + ... ✭✹✳✸✹✮

❚❤✐s ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳ ■❢ γA ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳
❢♦r s♠❛❧❧ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✲♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s tr✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ■❢ γA ❝❛♥
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❣❛✐♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
γ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦✲♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ 108 ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
❣❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t ✈✐❛ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
❝❛t❤♦❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❤♦t♦✲♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✉s❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♦❝❝✉r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
✇✐r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛ s♠❛❧❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡②
❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❞r✐❢t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡✳ ❚❤❡ r❛♣✐❞❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✉❧s❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r
❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❜②

Vi(t) =
n · e ·A
C · ln ra

ri

· ln
(

1 +
r2a
r2

· t
Ti

)

✭✹✳✸✺✮

❍❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♦❝❝✉rs ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❛①✐s✱
❛♥❞ Ti ✐s t❤❡ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✳

Ti =
ln ra

ri

2 · V0 · bi
·
(

r2a − r2
)

✭✹✳✸✻✮

❚❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Ti✱ ✐♥st❛♥t❧②✳ ❚❤❡② ❛r✐s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❢r❡❡ ♣❛t❤
❧❡♥❣t❤s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ri✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✳



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ P✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳

❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢

Vi max =
n · e ·A
C

✭✹✳✸✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆t ❤❛❧❢✇❛② t♦ t❤❡ ♠❛①✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐s

t1/2 =
ri
ra

· Ti ✭✹✳✸✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❜❡❝❛✉s❡ ri ≪ ra✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ②♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥ts✱ s✐♥❝❡ ②♦✉ ❞♦♥✬t ❧♦s❡ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② t❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r
♦♣❡r❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✉♥❞❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✵ t♦ ✶✵✵♠❱✳ ❚❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡r❡✱ ❛❧s♦ ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ t❤❡♥ r♦✉❣❤❧②
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ❛❣❛✐♥ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉rt❤❡r ♣✉❧s❡
❛❢t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✮✱ t❤✉s ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss❡s✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❛✈❛❧❛♥❝❤❡ t♦ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡✱
❜✉t ✐❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ✇✐r❡ ❛❞❞s t♦ t❤✐s✳ ❚❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s
❛s ❣r❡❛t ❛s t❤❡ ❞r✐❢t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❛❝t t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❚❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✉♣ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✳

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ U2✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣❧♦t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✉♣ t♦ ✈♦❧t❛❣❡ U3✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ tr✉❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ❆❜♦✈❡ t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ❧❡t
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❡✈❡♥ ❢❛st❡r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧②
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❛r✐❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♦♥ ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✹✳✶✼✱ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
❡♥❡r❣②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦r ❡♥❡r❣✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢
♠♦♥♦✲❡♥❡r❣❡t✐❝ α ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ✈♦❧t❛❣❡ ❯✱ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛t Vα1 max ❛♥❞ Vα2 max✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞
❜② ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t❤❛t ♦♥❧② ❧❡ts t❤r♦✉❣❤ ♣✉❧s❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Vdisc✳

✹✳✶✳✶✳✸ ❚❤❡ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r ♦r ●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r ❝♦✉♥t❡r

❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣❤♦t♦♥s ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥
t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s r❡❧❡❛s❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✈✐❛ t❤❡
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞✴♦r ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧s✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r
❝❤❛♥❣❡s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊q♥✳ ✹✳✸✸✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γA ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❡✈❡r② ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✬s ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✱ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr✐❣❣❡r r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ✐♥ ❛ ♥❡✇ st❛t❡✿
♥♦ ♠♦r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ s❡♣❛r❛t❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ✇✐r❡✱ ❜✉t ❛ ❝♦r♦♥❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s♣r❡❛❞s
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ✐s t✐❣❤t❧② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❞r✐❢t s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❝♦♥❞✉✐t✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥❧②
❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ❞♦ ♥♦t s♣❛t✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s
♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❛✈❛❧❛♥❝❤❡✱ tr✐❣❣❡r ❛♥♦t❤❡r ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❜② ❛ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤♦t♦ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ❛r❡
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st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ❛s t❤❡②
♠✐❣r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛r❡❛✱ ❡✈❡r② ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣❤♦t♦✲❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❛♥❞ ❡✈❡r②
❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s t❤❛t
s♣r❡❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡✳

❲✐t❤ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐❣♥✐t❡ ❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❛s
✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❛s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ✐s ♠❛♥② t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡
❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡
❢♦r t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ r❛♥❣❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❤✐❣❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧t❛❣❡✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇✐r❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ q✉✐❝❦❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s
t❤❡r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♦♥s ♦♥❧②
♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❞r✐❢t ❛✇❛② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❝ts ❛s ✐❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡
✇✐r❡ ❤❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❊q♥✳ ✹✳✷✽ ❛♥❞ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
♥❡✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❡♥❞s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✳

◆♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❞r✐❢t t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛rr✐✈❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡
✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ■❢ t❤❡ ✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱
✇❤✐❝❤ st❛rt ❛ ♥❡✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✜♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ✉♥s❤✐❡❧❞❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛
♣❡r♠❛♥❡♥t ♣✉❧s❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ st❛t❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳

❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛t t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐s st✐❧❧ s♦ ❧❛r❣❡
t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ r❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♦r r❡✈❡rs❡ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❛t
❛ s✉✣❝✐❡♥t ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐t✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❜❡st ✇❛② ♦❢ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐s t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳
❚❤✐s ✐s ❤♦✇ t❤❡ s❡❧❢✲q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ♦♣❡r❛t❡s✳ ❙♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
s✉❝❤ ❛s ❛❧❝♦❤♦❧s ♦r ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s✳ ❚❤❡ ❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
❣❛s ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥ t❤❡✐r ✇❛② t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡✉tr❛❧✐③❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥
❝❛♣t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♥♦✇ ✐♦♥✐③❡❞ q✉❡♥❝❤❡❞ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t✉r♥ ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ♥♦
❧♦♥❣❡r r❡❧❡❛s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❣r❡❛t❡r ♠❛ss✳ ❚❤❡
❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ❤❛s ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t✳ ■❢ ✐t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t ✐ts ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥
❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇
❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s♣r❡❛❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
✇✐r❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ✭t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✶ ❝♠/µs✮✳ ❲❤❡♥ ✐t ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❡♥❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♥❡✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♦♥s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲q✉❡♥❝❤✐♥❣ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣✉❧s❡s
❢r♦♠ ❊q♥✳ ✹✳✸✺✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣
✉♣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛✈❛❧❛♥❝❤❡
♦❝❝✉rs ❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ✭z = 0✮✱ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ❣❡t



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r ❝♦✉♥t❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳

VA =

∫ 1

0
Vi ·

(

t− z

v

)

· dz
l

=

∫ Ti

0
Vi · (t− τ) · dτ

T1
✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ❝♠/µs✮✱ l ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡✱ Vi(t) ❢r♦♠ ❊q♥✳ ✹✳✸✺ ✐s t❤❡ ✐♦♥ ♣✉❧s❡✱ ❛♥❞ Tl = l/v t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t T ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❝✐r❝✉✐t
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ Tl✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾✳ ■t
r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t Tl ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t T ✳

■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐r❡ ♣r❡✈❡♥ts ❧❛r❣❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❝❝✉r ♦♥❧② ♥❡❛r t❤❡ ✇✐r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛t ❣r❡❛t❡r
❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s tr❛✈❡❧ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛❜s♦r❜ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡
✜❡❧❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② s❤♦rt ❡❧❡❝tr♦♥ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
✐♦♥ ♣✉❧s❡✳

❚❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ ✶✵✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ✉♣ t♦ ✶✵✵❱✳ ❙✉❝❤ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s
❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r



✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ●❛s ❝♦✉♥t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ r❛♥❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ t❤❡ ❣❛s
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t 108 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ r❛♥❣❡ ✉♣ t♦ 1011✳ ❆t
s✉❝❤ ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❣❧♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ✭❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r
r❡❣✐♦♥✮ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s s❤❛❧❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱
❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q♥✳ ✹✳✸✸✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❝❝✉rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r str♦♥❣❧② ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ✇✐r❡ ❜② t❤❡
❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s✳

❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
♦♣❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❤❡r❡
♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts✱ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣✉❧s❡ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛t t❤❡ tr✐❣❣❡r
t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ U1✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss st❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② st❡❡♣✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ✈❛r✐❡s st❛t✐st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t
r❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✢❛tt❡♥s ♦✉t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✉♣ t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ U2✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦r♦♥❛
❞✐s❝❤❛r❣❡ ❜❡❣✐♥s✳ ❆ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛❢t❡r ♣✉❧s❡s ❝❛✉s❡❞
❜② s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❧❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳

❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s t❤❛t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣✉❧s❡✱ ♣r❡✈❡♥ts t✇♦ ♣✉❧s❡s t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ■t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡
t♦ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✱
♥❡✇❧② ❛rr✐✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t tr✐❣❣❡r ❛♥② ♠♦r❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❤❛s ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✭❜✮ ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞✳
❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ U0 t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■❢✱
❛s ❛ss✉♠❡❞ ❤❡r❡✱ t❤✐s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✈♦❧t❛❣❡ U1 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ t1✳ ❚❤✐s t✐♠❡ t1 ✐s t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳ ■❢
❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr✐✈❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❉❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r✳

t❤❡ ❢✉❧❧ ❤❡✐❣❤t Vmax✳ ❆ ❢✉❧❧ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛rr✐✈❡ ❛❢t❡r ❛
t✐♠❡ t2✱ ✇❤❡♥ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ t❛❦❡s ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t1 ❛♥❞ t2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❝♦✈❡r②
t✐♠❡✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ✐s ❜❛❝❦ ✐♥ ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤r❡❡
♣✉❧s❡s r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts✳

❲✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱❜ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢
❝♦✉rs❡✳ ❚❤❡ tr✐❣❣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡ s✇❡❡♣ t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr✐✈❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣
♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❢✉❧❧ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡
♦❢ t✐♠❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s ❜② ♦t❤❡r ♣✉❧s❡s ❛t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡r t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤✐❣❤t❀ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❤❡✐❣❤t ❛❣❛✐♥✳
■❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛♥❣❡ ✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞❡❛❞ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ ❜✉t ❛t Vdisk✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ✐s ♣r♦❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡
t3✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡ ✐s s❤♦rt❡♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛s ❢♦r t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✳ ❍❡r❡✱ t♦♦✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r❡✈❡♥t ❛♥
❡①❛❝t t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣✉❧s❡s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡✳ ■t ✐s ♦❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳

✹✳✶✳✶✳✹ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs

■♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
t②♣✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡r ♦r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❞✐✛❡r ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐❧❧✐✈♦❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❝❤❛♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❢♦r ✇❡❛❦❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞
♦♣t✐♠❛❧❧② s❤❛♣❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥
♣❛✐rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✸✵✵✲✺✵✵ ♣❛✐rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs

P✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t
❬✈♦❧t❪

❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r
✐♦♥ ♣❛✐rs

❊♥❡r❣②
♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t

❚✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬s❪

❝♦✉♥t
r❛t❡ ♣❡r
s❡❝✳ ❬❍③❪

■♦♥✐③❛t✐♦♥
❝❤❛♠❜❡r

< 10−3 ✸✵✵ ✲✺✵✵ ②❡s < 10−6 106

Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❝♦✉♥t❡r

≈ ✶ ✶ ②❡s < 10−6 106

●❡✐❣❡r ❝♦✉♥t❡r ✶✵ ✲ ✶✵✵ ✶ ♥♦ ≈10−3 103

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦ ✐♥ t❤❡ tr✐❣❣❡r r❛♥❣❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥ ♣❛✐r ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥❞✉❝❡
❛ ♣✉❧s❡✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s ❡✈❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥t❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s ❜❡st
t♦ ✉s❡ ●❡✐❣❡r ❝♦✉♥t❡rs✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs✳ ❨♦✉ ❝❛♥♥♦t ❞♦
✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r
❝♦✉♥t❡r ✐s ✐♥❢❡r✐♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❞❡❛❞ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr✐✈❡s
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■t ✐s ❜❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r
❞❡t❡❝t♦rs✳ ●❛s ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✹✳✶✳✷ ❚❤❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs

❆ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r ✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■♥ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡st t♦ t❤✐s✱ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st t②♣❡✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❝r②st❛❧ ❝♦✉♥t❡r✳ ■t✱ t♦♦✱ ❤❛s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✱ ❜✉t ❞♦♣❡❞✳ ■t ✐s t❤❡ t②♣❡
❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ❢♦r s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡①✲
❝❧✉s✐✈❡❧② ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ❝r②st❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
s✐③❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ♣✉r✐t②✳

✹✳✶✳✸ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❞❡t❡❝t♦r

■t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥ ✉s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞
❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣✉r✐t②✳ ❖♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❝r②st❛❧✱ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

■♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦❧✐❞s✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❚❤❡② ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r ❣❡r✲
♠❛♥✐✉♠ ✵✳✼ ❡❱ ❛♥❞ ❢♦r s✐❧✐❝♦♥ ✶✳✶ ❡❱ ✇✐❞❡✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ■♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ t❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❤♦❧❡s ♦r ❞❡❢❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs
❝❛♥ ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞s✳

❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❋❡r♠✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(E)



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳

f(E) =
1

1 + exp(E − F )/kT
✭✹✳✹✵✮

F ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❆t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ♦✛ st❡❡♣❧②✱ ♦♥❧② ✉♣ t♦
t❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋❡r♠✐ ❡❞❣❡ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ■♥ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✐t ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ③❡r♦✳ ❆t ✜♥✐t❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❜r✉♣t✱
✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧
✐s s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡s
✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❞r✐❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② ✕ ✶✺✵✵ ❝♠2s−1❱−1 ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦♥❡
t❤✐r❞ s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡s ✕ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✱ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ s✐❧✐❝♦♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ µ❆✳ ●❡r♠❛♥✐✉♠
♠✉st ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s♠❛❧❧❡r ❜❛♥❞ ❣❛♣✱ ✐❢ s✉❝❤
s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣♦❡s t♦✇❛r❞s ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡✈❡♥ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s
❛ ♣❛rt ♦❢ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❝r②st❛❧ ❛s ❛ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳❛✮✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞s ❜❡❧♦✇ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞s
❛❜♦✈❡✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❛✐r ✐s ❛❜♦✉t t❤r❡❡
t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡✳ ❖♥❡ ♠❡❛s✉r❡s ✷✳✽ ❡❱ ❢♦r ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❛♥❞
✸✳✺✺ ❡❱ ❢♦r s✐❧✐❝♦♥✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ❢♦r ❛ ✈❡r②
s❤♦rt t✐♠❡ ✭10−13 s✮✳ ❆❢t❡r t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳❝✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❡② ❣✐✈❡ ♦✛ ✐♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ✭s❡❝♦♥❞❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✮ ♦r t♦ ❡①❝✐t❡
♣❤♦♥♦♥s✳ ■♥ t❤✐s st❛t❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❧✐✈❡ ❢♦r q✉✐t❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✲ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❇❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❞♦♣❡❞ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r✳

♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s ✲ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② r❡❝♦♠❜✐♥❡ ♦r ❛r❡ tr❛♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♠♦st t♦ s✉r✈✐✈❡ t❤❡
❥♦✉r♥❡② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❞❛r❦
❝✉rr❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ■t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❊q♥✳ ✹✳✶✼✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

✹✳✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r

❉♦♣❡❞ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs✳

■♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉❝❤ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✹✮✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ③♦♥❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t♦rs ✭♣✲t②♣❡✮ ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡♣t ❛♥❞ ❜✐♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ❝❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ❞♦♣❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ♠♦✈❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❞♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❞♦♥♦rs ✭♥✲t②♣❡✮✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❝❡♥t❡rs ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ t❤❛t ❞♦♥❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞
❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦rs ❛♥❞ ❞♦♥♦rs
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛♥❞s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡✱ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❞♦♣❡❞ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♣✉r❡
s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❝r②st❛❧s✳ ❆t ❤✐❣❤ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✐t ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❛t ♦❢ ♠❡t❛❧s✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✲ ❛♥❞ ♣✲❞♦♣❡❞ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❡② ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦♥♦r ❛t♦♠s t♦ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t♦ ❛ ♣✲t②♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r
❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s ❢♦r♠❡❞ t❤❡r❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♥✲♣ ❧❛②❡r ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣✲❧❛②❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
♥✲❧❛②❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♣✲ t♦ t❤❡ ♥✲❧❛②❡r ✐s s❤❛r♣✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✲ ❛♥❞ ❞♦♥♦r ❧❛②❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❈♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❋✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ❛♥ ♥✲♣ ❥✉♥❝t✐♦♥✳
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❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦♥♦r st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r st❛t❡s ♦♥❧② s♦ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡
♥✲r❡❣✐♦♥ ❛❧❧ ❞♦♥♦rs ❛r❡ ✐♦♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✲r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❝❝❡♣t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣✲r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜②
❡❧❡❝tr♦♥s✳

❆t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❛♥ts✱ ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣✉r❡ ♣✲ ♦r ♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r
t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝❤❛r❣❡s ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✲r❡❣✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣✲r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t❤❡ ❤♦❧❡s ❞✐✛✉s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✲r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡② ❡♥t❡r ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢
❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡② r❡❝♦♠❜✐♥❡✱ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥
r❡❣✐♦♥✮ ❜❡❝♦♠❡s ❞❡♣❧❡t❡❞ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✐❞❡❛❧❧② t❤❛t ♦❢
❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭♣✉r❡✮ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳

❉✉❡ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢
t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞♦♥♦rs ✐♥ t❤❡ ♥✲r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❝❡♣t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣✲r❡❣✐♦♥✳ ❆
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜✉✐❧❞s ✉♣✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❤♦s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛
✜❡❧❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝✉rr❡♥t✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦① ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ϱ✱ t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ E✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② tr✉❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❝❤❛r❣❡
❝❛rr✐❡rs✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❤❛s ❛ ❜♦①✲s❤❛♣❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❞❡r✐✈❡❞✳ ■t ✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭x = 0✮ ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❛♥ts✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦
❛ ♣♦✐♥t xn ✐♥ t❤❡ ♥✲r❡❣✐♦♥✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦ t♦ xp ✐♥ t❤❡ ♣✲r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r ✜❡❧❞ ③♦♥❡ ✐s d = |xn| + |xp|✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐t ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❱❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

VD =
kT

e
· ln
(

ND ·NA

n2i

)

✭✹✳✹✶✮

✇❤❡r❡ ND ❛♥❞ NA ❛r❡ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ni ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ k ✐s
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱ e ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❧❜❡✐t ♦♥❧② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❞♦♣✐♥❣✳ ■t ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
✵✳✹ ✲ ✵✳✼❱ ❢♦r s✐❧✐❝♦♥✳ ❚❤❡ ❞r❛✇♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝✿ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✲s✐❞❡ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ♣✲s✐❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss xn ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❧❛②❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss xp ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧✱
t❤❡r❡ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

xn ·ND = xP ·NA ✭✹✳✹✷✮

❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ③♦♥❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣

d =

√

2ϵϵ0 · VD
e

·
(

1

ND
+

1

NA

)

✭✹✳✹✸✮

❋♦r ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♥✲t②♣❡ s✐❧✐❝♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❞♦♥♦r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ 5.2 · 1011 ❝♠✲✸ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✵✳✺❱✱ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✹✵µ♠ t❤✐❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✲❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛
str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭ NA ≫ ND ✮✳

❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✲t②♣❡ ❥✉♥❝t✐♦♥



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✻✾

✭r❡✈❡rs❡✲❜✐❛s✐♥❣✮✳ ❚❤❡♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡
❞r♦♣s ♦✛ ❛❝r♦ss t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❛❝❝❡♣t♦rs
❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞♦♥♦rs ❛r❡ ✐♦♥✐③❡❞✱ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q♥✳ ✹✳✹✸✱ ♦♥❧② ♥♦✇ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧t❛❣❡
♦r ✐♥ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ✸✵✵❱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞♦♣✐♥❣✱
t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✵✳✾♠♠ ✇✐❞❡✳

■❢ t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢♦r✇❛r❞ ❜✐❛s✮✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐s✲
s✐♣❛t❡s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❆t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s✱ ✐t ❞✐s❛♣♣❡❛rs
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳

❆ r❡✈❡rs❡✲❜✐❛s❡❞ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❛ ❝r②st❛❧ ❝♦✉♥t❡r✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t
✢♦✇s ❛❝r♦ss t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧♠♦st ♥♦ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❆ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢ts✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❤♦❧❡s ❛s ❛ s❤♦rt ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡s✐st✐✈✐t②✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ s✐♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡r ❞r✐❢t r❛♥❣❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
t✐♠❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r r❡s✐st❛♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❙❤♦rt❡r ❞r✐❢t t✐♠❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳✸✳✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
t❤❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✾♠♠✱ ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② st♦♣♣❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✵▼❡❱✳ Pr♦t♦♥s
✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ♣❛ss t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡ ✭✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧②✮✳ ❚❤❡② ❞❡♣♦s✐t ♦♥❧② ❛
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✱ t❤✉s ❡✈❛❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳

✹✳✶✳✸✳✷ ❚❤❡ ❧✐t❤✐✉♠ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r

❆♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡✈❡rs❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❞❡t❡❝t♦rs
✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t❤✐❝❦✱ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ t❤❛t ♣✉r✐t② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② r❡q✉✐r❡✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❣r♦✇ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ③♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❞♦♥♦r✮ ❝❡♥t❡rs
♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ❞♦♣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❞✐✛✉s❡❞ ❞♦♥♦r ✭❛❝❝❡♣t♦r✮ ❝❡♥t❡rs✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r t❤❡ ▲✐✲❞r✐✈❡♥ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✇❡❛❦❧② ♣✲❞♦♣❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ♦r ❣❡r♠❛♥✐✉♠✱ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❧✐t❤✐✉♠ ✐s ❞✐✛✉s❡❞
❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵✵ ➦❈ ❛♥❞ ✻✵✵ ➦❈ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❧✐t❤✐✉♠
❤❛s ❛ ❞♦♥♦r ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ ❙✐ ❛♥❞ ●❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ③♦♥❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▲✐ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ♥✲♣ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐ ✐♥
t❤❡ ♥✲❧❛②❡r ✐s t❤❡r❡❜② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣✲❧❛②❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡
♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ③♦♥❡ ✐s t❤✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝✳
❖♥❡ ❤❛s ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s❡❞ ♥✲♣ ❥✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ❙✐ ❛♥❞ ●❡✱ t❤❡ ▲✐ ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t ✜r♠❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥
✐♥t❡rst✐t✐❛❧ s✐t❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ③♦♥❡✳ ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥✲♣ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
✜❡❧❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s t❤❡ ▲✐✲✐♦♥s t♦ ❞r✐❢t ✐♥t♦ t❤❡ ♣✲r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✲ ❛♥❞ ♣✲r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡ t❤✐❝❦♥❡ss d ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
r❡✈❡rs❡ ✈♦❧t❛❣❡ U ✱ t❤❡ ❞r✐❢t t✐♠❡ t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲✐ ✐♦♥s bi✳

d =
√

2 bi · U · t ✭✹✳✹✹✮
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t❤✐❝❦♥❡ss d ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✶ ❝♠ ❢♦r ●❡✲▲✐ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❞r✐❢t ③♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐
❞♦♥♦rs ✐s ❥✉st t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❛❝❝❡♣t♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥♥♦t ❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ▲✐ ✐♦♥s✳

❆❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✶✵✵ ✲ ✷✵✵ ➦❈✮
t❤❛♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❝♦♦❧❡❞ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ▲✐✲✐♦♥s ❧♦s❡ t❤❡✐r
❧❛r❣❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐❢t ③♦♥❡ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳ ■t ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❝♦✉♥t❡r✿ t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣s ❧✐♥❡❛r❧②✱ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳

❲✐t❤ t❤❡ ▲✐✲❞r✐✈❡♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡
❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✳ ■♥ ❛ ✶ ❝♠ ●❡✲▲✐ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦t♦♥s ♦❢ ✻✵▼❡❱ ❛r❡ st♦♣♣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇♦rs❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ❞r✐❢t ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✳

✹✳✶✳✸✳✸ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❝♦✉♥t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② ♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧s♦ t♦ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❝♦✉♥t❡rs✱ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s✳

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱
s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♠❡t✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✕ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✕ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤✐♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤ str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐t✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❧❛②❡r ♠✉st ❜❡ t❤✐❝❦ ❡♥♦✉❣❤ t♦ st♦♣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ✐t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ♠❡❛s✉r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②
❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r ♣r♦t♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ✶✵▼❡❱ ✐♥ ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ✽✺▼❡❱
✐♥ ❛ ▲✐✲❞r✐✈❡♥ ●❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ♠✉st r❡♠❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈❡♥
❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ s❡♠✐✲
❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❧♦st
t♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ❝r②st❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤❡st ♣✉r✐t②✱ ✐t
❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ 10−4 s✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ t✇♦ t♦ ❢♦✉r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r✱
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛s♠❛ t✉❜❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❤❛r❣❡
❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ t❤❡♥ s❤♦rt❡r ❛♥❞ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r✳ ❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs
❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥
s❤♦rt✱ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♣✉r❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♦♣❡r❛t✐♥❣
✈♦❧t❛❣❡s✳

❆ ❝❡rt❛✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s t❤❛t t❤❡
❝❤❛r❣❡s tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t♦ ❛
❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❧r❡❛❞② ✢♦✇s ♦✛
✈✐❛ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ r❡s✐st♦r✳ ■❢ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❲✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❡ ❢❛❧❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t r✐s❡ t✐♠❡s ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ✜♥✐t❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✐r❝✉✐tr②✱
❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ ⟨I⟩ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡



✹✳✶✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆✳ ✼✶

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ✐♦♥ ♣❛✐rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② E ✐s

n =
E

⟨I⟩ ✭✹✳✹✺✮

■t ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ n✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ P♦✐ss♦♥ st❛t✐s✲
t✐❝s✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

√
n ✳ ■t ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② δ❊ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥

∆E

E
=

√
n

n
=

1√
n
∝ 1√

E
✭✹✳✹✻✮

❚✇♦ t❤✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ✭✐✳❡✳ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s
t❤❡ s♠❛❧❧❡r✮✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ♣❛✐rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② E✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✸ ❡❱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
♦♥❡ ✐♦♥ ♣❛✐r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡rs✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
✷✺✲✸✺ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ✇♦rs❡ ✐s t❤❡✐r ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥❞❡①✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✐s ✢♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳

❚✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❝❛✉s❡ t❡♠♣♦r❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s❤♦rt❡r t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡s ♦r✱ ❛s ♦♥❡ s❛②s✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡② ❛r❡✳

❋♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s✱
s✐♠✐❧❛r t♦ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

t =

∫ x2

x1

dx

µ · E ✭✹✳✹✼✮

E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ µ ✐s t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡rs ✇✐t❤ ❛
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥

t =
d

µ · Emax
· ln 10

2
✭✹✳✹✽✮

❚❤❡s❡ ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ❋♦r ❛ ▲✐ ❞r✐❢t ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞r✐❢t ❞✐st❛♥❝❡ d ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ U ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s

t =
d2

µ · U ✭✹✳✹✾✮

❍❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡②
❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♠❛❧❧ t✐♠❡s ♦r ❢❛st ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳

●♦♦❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♥♦t ♦♥❧② s❤♦rt ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② s♠❛❧❧
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❥✉st t❤✐s
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ●♦♦❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥
s❡♣❛r❛t❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts✳



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

✹✳✶✳✸✳✹ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r

■❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♥♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r✱ t❤❡
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❊q♥✳ ✹✳✷✵ t♦ ❊q♥✳ ✹✳✷✼ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❋✐❣✳ ✹✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤♦❧❡s ❛r❡ ♦♥❧② ✷✲✸ t✐♠❡s
s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♦♥s✳

✹✳✷ ❉❡t❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢
❧✐❣❤t

■♥ s♦❧✐❞s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
r❡✲❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✱ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✭❙❊▼✮ ❛r❡ ✉s❡❞
✭❤❡r❡ t❤❡ ✇♦r❞ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥✮✱ ✇❤♦s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥
❡①t❡♥t t❤❛t ❛ ❢❡✇ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❛s✐❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱
❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛s ❝♦✉♥t❡rs✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s✳

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r

❚❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✐s t❤❡ ♦❧❞❡st ❞❡t❡❝t♦r ✉s❡❞ ✐♥ ♥✉✲
❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✳ ■ts ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s✉❜st❛♥❝❡s
s✉❝❤ ❛s ❩♥❙ ❛♥❞ ◆❛❏✱ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s ♣❧❛st✐❝s ❛♥❞ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜②
✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❡♠✐t ❧✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ α ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ♥✉❝❧❡✐✱ ❘✉t❤❡r✲
❢♦r❞ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✲✇♦r❦❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡❞ t❤❡ ✢❛s❤❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❤❡♥ t❤❡② str✉❝❦ ❛ ❩♥❙ s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❢✉❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥❧②
s✐♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧✐❣❤t ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ❡②❡✳ P❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs
❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✭❆✈❛❧❛♥❣❡ ♣❤♦t♦ ❞✐♦❞❡s✱ ❙✐ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐✲
❡rs✮ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❞❡✲
t❡❝t♦r✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②
❛♥❞ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆❉❈ ✭❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✮✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭P▼❚✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦❛t❡❞ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
❛ ❝❧♦s❡❞✱ ❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❣❧❛ss t✉❜❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✮✳ ▲✐❣❤t ❡♥t❡rs ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ P▼❚ ❛♥❞ str✐❦❡s
t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ✭P❑✮✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❜✐✲❛❧❦❛❧✐ ❧❛②❡r✱ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡
❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐♥❞♦✇ t❤❛t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ P▼❚✳ ❚❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞
❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ♦❢ t❤❡ P▼❚✳ ❖♥❧② ❛❜♦✉t ❡✈❡r② t❤✐r❞ t♦ ❢♦✉rt❤ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜②
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜❡♥t ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❝❛❧❧❡❞
❞②♥♦❞❡s ✭❉②i✮✳ ❚❤❡ ❞②♥♦❞❡ s❤❡❡ts ❛r❡ ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❞②♥♦❞❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❢❛❝t♦rs ❢r♦♠ ✶✵ t♦ 108 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❣❡♦♠✲
❡tr② ❛♥❞ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞②♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥♦❞❡s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞②♥♦❞❡ ❝❤❛✐♥ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✭❆♥✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝✲
tr♦♥ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐♥✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡✱ ❞②♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛♥♦❞❡
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢❡❡❞t❤r♦✉❣❤ ♣✐♥s t♦ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛ss✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s✐st❛♥❝❡ r❡s✐st♦rs✱ ✇❤✐❝❤
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PK

Dy 1

Dy 8

Dy 7

Dy 6

Dy 5

Dy 4

Dy 3

Dy 2

An

+HV

Ausgangs-

signal

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10

RS

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤❡ ❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❣❧❛ss ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ✭P❑✮✱ t❤❡ ❞②♥♦❞❡s ✭❉② n✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡
✭❆♥✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡
❛♥♦❞❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡
✈✐❛ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳

✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲✈♦❧t❛❣❡ ✭❍❱✮ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❉❈ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ P▼❚ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳
❋♦r ♠♦st P▼❚s ✐t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✵✵❱ ❛♥❞ ✷✺✵✵❱✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✷✵❪✳

❆ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② S ■t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ❞❡✲
♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛s ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t✳ ■❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
❡♥❡r❣② EF ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t q✉❛♥t❛✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

S = N(E) · EF

E
✭✹✳✺✵✮

✇❤❡r❡ N(E) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ q✉❛♥t❛ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②✳ S
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✐s ❡♠✐tt❡❞ ✈✐❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s✳

✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❧❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡
❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ❧❡ss t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✢✉❝t✉❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❣r❡❛t❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ♦❢ t❤❡ P▼❚✳

✸✳ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ♦r s♣❡❝✐✜❝ ❧✐❣❤t ❡✣❝✐❡♥❝② ❚❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❧✐❣❤t

L = N(E) · EF = S · E ✭✹✳✺✶✮

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐❣❤t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡♠✐tt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞x ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✳



✼✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

dL

dE
= S · dE

dx
✭✹✳✺✷✮

❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② S✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡

dL

dE
=
L

E
= S = ❦♦♥st✳ ✭✹✳✺✸✮

■♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✱ ❛s ❡✳❣✳ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s S ✐s ❧❛r❣❡✱ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ q✉❡♥❝❤✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ✐t
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

dL

dx
=

S · dE
dx

1 + q ·B · dE
dx

✭✹✳✺✹✮

S ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ B ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s
❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②❀ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r S ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t②♣❡
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

✹✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡
♦r ❞❡❝❛② t✐♠❡ τ ✳ ❚❤❡② ❞❡❝❛② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❧❛✇ ❢r♦♠ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐t②✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❣❤t ❛t t✐♠❡ t ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s

I(t) = I0 · e−
t
τ ✭✹✳✺✺✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦r ❞❡❝❛② t✐♠❡ τ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✱
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛r♦✉♥❞ 10−9 s ❢♦r s♦♠❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❛s ❧♦✇ ❛s 10−7 s ❢♦r t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❛st ♦♥❡✱ ♠❛❦❡s ✉♣ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ✇❡❛❦❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r ❛❜♦✉t ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t ❛❧s♦ ♦❜❡②s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❧❛✇✱ ❜✉t ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r
❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥t ✭✉♣ t♦ 10−4 s✮✳ ■t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ■❢ t❤❡s❡
♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❛♣✐❞❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ♦♥❡s✱ ❛ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡❝❛②s ✈❡r② s❧♦✇❧②✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞❡❝❛② ❧❛✇✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛❢t❡r❣❧♦✇ ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt ❞❡❝❛② t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❛♥❞
❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❛r❡ ♥♦t ✇❛♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛✉s❡
s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡s✳ ❋✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❣❛✐♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐st❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❇❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✳

✹✳✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r

❚❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✐s ❛ ❝r②st❛❧✳ ■ts ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜❛♥❞s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
✜❧❧❡❞✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ Eg✱ ❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ■t ✐s
✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ ❝r②st❛❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡♥✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞
❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✿ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳

❚❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧✱ ♦♥❧② ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞✱ ❜✉t ♥♦ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❧♦s❡ t❤❡✐r
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ✭❛♣♣r♦①✳ 10−13 s✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞
❛r❡ t❤❡♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜❛♥❞ ❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ k = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st❛t❡s
✇✐t❤ k = 0 ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❞❡❛❧ ❝r②st❛❧s ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✳

■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣✉r❡ ❝r②st❛❧s ❛❧s♦ s❤♦✇ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞✳ ▲❛tt✐❝❡
❡rr♦rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✱ ❜❡ ✐t t❤❛t ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s ❛r❡ ♥♦t ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ♦r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s✉r♣❧✉s❡s ♦♥
✐♥t❡rst✐t✐❛❧ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❝r②st❛❧s t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t♦rs
❜② ❞♦♣✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛t♦♠s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ◆❛■ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤
t❤❛❧❧✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ◆❛■✭❚❧✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✶✳ ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥s ❊①❝✐t♦♥s ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞
❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❞✐✛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②
✐s ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡rs✱
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❡①❝✐t♦♥s✱
✇❤❡r❡❜② t❤❡② ♣❛ss ✐♥t♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ■t ✐s t❤❡s❡
❡①❝✐t❡❞ ❝❡♥t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱
♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❢❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
✳ ❖♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐t❤♦✉t r❛❞✐❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❚❡r♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✭●r♦tr✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✮ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❲✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥✱
❞✐✛✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ❝❛♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛t ❛ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❡①❝✐t❡ ✐t✳

✸✳ ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡rs ❝❛♥ tr❛♣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ❤♦❧❡s✳
❚❤❡② t❤❡♥ ❛❝t ❛s ❛ tr❛♣ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡rs✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ t❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡② r❡♠❛✐♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ♦❢
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ♦r ♣❛ss ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜❛♥❞s ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♣s ✐s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳

❆♥ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ t♦♦✱ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ❤❛✈❡
❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆ ❝❡♥t❡r ✐s ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
❛♥❞ ❝❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❛♣❛rt ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❧✐t ✉♣ ✐♥t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✽ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r ❛r❡ s❤♦✇♥
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞r❛✇♥ ✐♥
❢♦r ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ r❡st✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛② ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡st
♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

■❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ❣♦❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❆❇
✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ❢❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠❛✐♥s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❝❡♥t❡r ✐s t❤✉s ❛❧s♦ ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ st❛t❡✿ ✜rst❧②✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡♠✐tt❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ❝❛♥ ✜rst ♣❛ss ✐♥t♦ ❧♦✇❡r✲❧②✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ✇✐t❤♦✉t
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❡♠✐ts ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✱ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ■♥ ❛❧❧ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭♣❤♦♥♦♥s✮ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛r❡
❡①❝✐t❡❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛t❤s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❧♦✇❡r✱ s♦
t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ❈❉ ❛♥❞ ✐s str♦♥❣❧② s❤✐❢t❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❢❛st✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ ❡①❝✐t❡❞
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ ❡✳❣✳ ❛❧♦♥❣ ❊❋✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡♥ ❧❡ss s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜r♦❛❞❡♥❡❞✳ ▼♦st ♦❢
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥❞ ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧②
❛❧s♦ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② 10−7 s✳ ■♥ ❛ ❝r②st❛❧
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t
❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡
❞❡❝❛② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦r♠❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✇❛②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✱ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧✐❦❡❧② ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦r ❡✈❡♥ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ■❑ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ st❛t❡ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ●❍ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞
q✉❡♥❝❤✐♥❣✳ ■t ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ■❑ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡r♠❛❧
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡rs✱ ❡✐t❤❡r t❤❡
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ s♣❡❛❦s
♦❢ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❝❡♥t❡rs ♦r ♦❢ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❝❡♥t❡rs ✳ ❊❛❝❤ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s
s❡✈❡r❡❧② ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ s✐♥❣❧❡t tr✐♣❧❡t ✐♥t❡r✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■❢✱
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ s✉❝❤ st❛t❡s ❝❛♥ ❧✐✈❡ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡
❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❲✐t❤ ❡①❝✐t♦♥ ♦r ❝❤❛r❣❡ ❝❛♣t✉r❡✱ ❜♦t❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❆❢t❡r
❛ s❤♦rt t✐♠❡✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
st❛t❡s ✐s ❢❛st✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡ ❞❡❝❛②s✱ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛st ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t
✐s ❡♠✐tt❡❞✳ ■ts s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦t s❤❛r♣✱ ❜✉t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ✐t ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❞❡❝❛② t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s
s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❢❛st ♦♥❡✱ t❤❡ s❧♦✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧s♦ ♦❜❡②s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝❛②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ▲✐❣❤t ②✐❡❧❞ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r st❛t❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡❝❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ r❛♣✐❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
❛❢t❡r❣❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❛st ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳

✹✳✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦r❣❛♥✐❝ s✉❜st❛♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❜② ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✳

✶✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐✲
t✐✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ st✐❧❜❡♥❡✳

✷✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s♦❧✐❞ s✉❜st❛♥❝❡s✱ ♠♦st❧② ♣❧❛st✐❝ ♦r ♦t❤❡r ♣♦❧②♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡
❝❡♥t❡rs ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts✳

✸✳ ▲✐q✉✐❞ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛♥
♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❛r❛✣♥s ♦r t♦❧✉❡♥❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡
♥♦✇ ❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡①❝✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ✐♥❝❧✉❞❡
PP❖ ✭✷✱✺✲❞✐♣❤❡♥②❧♦①❛③♦❧❡✮ ❛♥❞ P❖P❖P ✭✶✱✹✲t♦ ✷ ✭♣❤❡♥②❧♦①❛③♦❧②❧✮ ❜❡♥③❡♥❡✮✳

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s♦ ✇❡❛❦ t❤❛t t❤❡✐r ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ♦r ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡② ♣♦ss❡s ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ st❛t❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡
t❡r♠ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t♦r ❝❡♥t❡rs ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ✐s s♦♠❡✇❤❛t
❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦t♦♥s ♦r ✇✐t❤♦✉t r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡①❝✐t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳



✹✳✷✳ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❖❋ ■❖◆■❩❆❚■❖◆ ❇❨ ❚❍❊ ❊▼■❙❙■❖◆ ❖❋ ▲■●❍❚ ✼✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ▲✐❣❤t ②✐❡❧❞ ❢r♦♠ ❛ ◆❛■✭❚❧✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

✹✳✷✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs

■♥♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧❧② s✉✐t❡❞
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇✐t❤
◆❛■✭❚❧✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝
♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✉♣ t♦ ✻✵✵ ❦❡❱✳ ■♥ ◆❛■✭❚❧✮ ✐t r✉♥s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥
❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐t ✐s s❧✐❣❤t❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧❢ ❛s ❧❛r❣❡ ♦✈❡r
t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ◆❛■✭❚❧✮✿ ✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❞❡✉t❡r♦♥s✱ ❢♦r α ♣❛rt✐❝❧❡s ✐t ❤❛s
s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡r❡✱ t♦♦✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❧✐♥❡❛r ❢♦r t❤❡ ❧✐❣❤t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r
t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r ❛♥❞ ❞♦✉❜❧② ❝❤❛r❣❡❞ α ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤✐s
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡❀ ❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❡r② str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛❧s♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛
✭❊q♥✳ ✸✳✹ ❛♥❞ ❊q♥✳ ✸✳✽✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐t✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss
❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s
❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆t ❤✐❣❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❝❡♥t❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡
❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ②✐❡❧❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐❣❤t
②✐❡❧❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✳ ■t ♦♥❧② ❣♦❡s ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❡✈✐❞❡♥t ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ◆❛■✭❚❧✮ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t❤❛♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❢♦r t✇♦
r❡❛s♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡♥❡r❣② ✐s s✉❢✲
✜❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❞❡✉t❡r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ r❛♥❣❡✱
❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧✐❣❤t ②✐❡❧❞ ✐s ❣r❡❛t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡
♣❤♦t♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡❧❡❛s❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ▲✐❣❤t ②✐❡❧❞ ♦❢ ❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✳ ε ✐s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

P✉❧s❡
❞❡❝❛② t✐♠❡

❊♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥

ε
❢♦r ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s

ε
❢♦r γ

ε
❢♦r ♥

◆❛■✭❚❧✮ 2, 5 · 10−7 s ❣♦♦❞ ❜❛❞ ♥❡❛r ✶
✶✵✲✸✵✪
❜② ✶▼❡❱
❛♥❞ ✺♠♠

♥♦♥❡

♣❧❛st✐❝ 8 · 10−9 s ❜❛❞ ❣♦♦❞ ♥❡❛r ✶
✷✲✺✪

❜② ✶▼❡❱
❛♥❞ ✺♠♠

♣r♦t♦♥✲
r❡❝♦✐❧

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝✉rr❡♥t ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧❡r✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❢❛st ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭t❤✐s
♠❡❛♥s t❤♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❤♦rt ❞❡❝❛② t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ 3 · 10−8 s ✐♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ 8 · 10−9 s ✐♥ ♣❧❛st✐❝✱
❜✉t 2.5 ·10−7 s ✐♥ ◆❛■✭❚❧✮✳ ■♥ ♦r❣❛♥✐❝ s✉❜st❛♥❝❡s✱ ❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ✉♣ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢❛st❡r✳ ❚❤❡ r✐s❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ P▼❚ ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② s❤♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❢❛st t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞❡t❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✳
■t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ γ q✉❛♥t❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ✭Z̄ = 32 ❢♦r ◆❛■✭❚❧✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦
❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ ♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ✭Z̄ = 2.7✮ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♣r♦t♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s tr❛♥s❢❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣
✭r❡❝♦✐❧ ❝♦✉♥t❡r s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✶✳✶✮ ❚❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡✉tr♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs K = RC/τ ✳

✹✳✷✳✶✳✹ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ P▼❚ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡ ❘ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐t t❤❡
❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ str❛② ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ❊q♥✳ ✹✳✺✺✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡ ❛❝r♦ss t❤❡ r❡s✐st♦r ✐s t❤❡♥

U(t) =
Q0

C
· RC

RC − τ
·
(

e−t/τ − e−t/RC
)

✭✹✳✺✻✮

Q0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❲❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤❛s ❛
●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ τ ✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts T = RC
✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s K = RC/τ ✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✇✐t❤ ❢❛st
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭K s♠❛❧❧✮ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥❝r❡❛s❡ q✉✐❝❦❧②✱ ❜✉t ❛r❡ s♠❛❧❧✱ s✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❛❧r❡❛❞② ✢♦✇s ♦✛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ❛♥❞
t❤✉s ♦❢ Q0✱ ❧♦♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭❧❛r❣❡ K✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s r✐s❡ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❛♥
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ K✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② ❧♦♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ②♦✉ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦✉♥t
r❛t❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✭♣✐❧❡✲✉♣✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❛❣❛✐♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❤❛✈❡
❣♦♦❞ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s

❆❧❧ ❞❡t❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s
♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ✈✐❛ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤✉s ❛❜♦✉t t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣ ❢♦r♠ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♣✉❧s❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡
❢♦r♠❡r ♠❡❛♥s ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♦ ❢❛r t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡❛♥s ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❛ ♥✉❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s❦s ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r✳ ❖♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❡♥❡r❣② ♦r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❉✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡
♣✉❧s❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧② s❤❛♣❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋♦r ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡
♣✉❧s❡s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ s❤♦rt✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡
t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❈♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st
✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❆❉❈ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r ✭▼❈❆✮ t❤❛t r❡❝♦r❞s ❡♥❡r❣②
♦r t✐♠❡ s♣❡❝tr❛✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❛rt ♦❢ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t♦
❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ❛
❝♦♠♣✉t❡r✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ▼❈❆ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐❛ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❯❙❇ ♦r ❊t❤❡r♥❡t✱ ♦r ✐t r❡s✐❞❡s ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞
✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s r❡❛❞ ♦✉t ❛♥❞ st♦r❡❞ ❜② s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳ ❖♥❧②
t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❡①t❜♦♦❦s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

■♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❉❆◗✮ s②st❡♠ t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛s ❡❛r❧②
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

✽✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ◆■▼✲❈r❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❇◆❈ ❝❛❜❧❡s✳

❡✐t❤❡r st♦r❡❞ ♦r ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋P●❆ ✭✜❡❧❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛②✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❥✉st ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡✳
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛r❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥
❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ◆■▼✲❝r❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧✉❣ ❛t t❤❡✐r ❜❛❝❦s✐❞❡
✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈♦❧t❛❣❡s ✭±6❱ ✱±12❱✱ ±24❱✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠♦❞✉❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦❛①✐❛❧ ❇◆❈ ❝❛❜❧❡s✳

✺✳✶ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣❛rt

❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❛s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡s
❛r❡ ✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ s❤❛♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✿

✶✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ♣❛rt❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐ts❡❧❢✱ ♣❛rt❧② ✐♥ t❤❡ r❡s✐st♦rs ❛♥❞
❝❛♣❛❝✐t♦rs t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦✐s❡
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✇❤✐t❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡q✉✐r❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t♦r

❢♦r ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✉♣♣r❡ss
❛ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳

✷✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ■❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✐❧❡✲✉♣
♦❝❝✉rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦♥❡✳ ■♥ ❡①tr❡♠❡
❝❛s❡s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ❋♦r ♣✉❧s❡s ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ❧❡♥❣t❤✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ❦✐❧♦❤❡rt③✳ ❚❤❡ ♣✐❧❡ ✉♣ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞
❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② s❤♦rt❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡✳

✸✳ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛✲
❧②③❡rs✱ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r✐s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❡rs✳

✹✳ Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts
r✐s❡ t✐♠❡✳ ■ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♥❝❡
❡✈❡r② ♣✉❧s❡ ✐s ♦✈❡r❧❛✐❞ ❜② ♥♦✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t✐♠❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t✐♠❡ ❥✐tt❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❡ st❡❡♣❡r t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r✐s❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐ts❡❧❢✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t t❤❛t ❞♦ ♥♦t s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❙♠❛❧❧❡r
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❜❛❞ ❢♦r ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞
❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳

❆♥♦t❤❡r q✉❛♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✇❛❧❦ ✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣✉❧s❡s✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ r❡❛❝❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❤❡✐❣❤t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇❛❧❦ ✇✐t❤✐♥ ❧✐♠✐ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t♦ ✉s❡ ❢❛st ♣✉❧s❡s✳

✺✳✶✳✶ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧

❋✐rst✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛
r❡s✐st♦r ❘ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧t❛❣❡
❯ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ✐s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ✈✐❛ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❈✳

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✈❛r✐♦✉s ❝❛✉s❡s✳ ❖♥❡ ♣❛rt ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❜②
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ r❡s✐st♦r ❘✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙✐♠♣❧❡ ❘❈ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❈ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❈ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❝❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❘ ❝❛♥
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❈ ❜② ✉s✐♥❣ ❧♦✇✲♥♦✐s❡ ❝❛♣❛❝✐t♦rs✳ ❚❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❝❛❜❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❦❡♣t ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ❛❧✇❛②s ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✭s❤♦rt✮ r✐s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✇❤✐❧❡
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧ t♦ ❛❜♦✉t ✺✵µs✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ t❤❡♥ s❤♦rt ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣✐❧❡✲✉♣ t♦❧❡r❛❜❧❡✳

❚❤❡ s❧✐❣❤t❧② ♣r❡✲s❤❛♣❡❞ ✐♠♣✉❧s❡s t❤❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✭♦r
❛tt❡♥✉❛t❡❞✮ ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ s❤❛♣❡❞✳

✺✳✶✳✷ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣

❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛ss✐✈❡ ❘❈ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❜② ❛
❞❡❧❛② ❧✐♥❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡
✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ✐s ❛❧✇❛②s r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ st❡♣ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t ♦♥❡✳

✺✳✶✳✷✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❘❈ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❆ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ CD ❛♥❞ ❛ r❡s✐st♦r RD ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❚❤❡
❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ♣✉❧s❡✱ t❤❡♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✐st♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τD = RD · CD✳ τD ✐s
t❤❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❛s ❞r♦♣♣❡❞ t♦ e−1 = 37% ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
s❤♦rt❡♥s t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❧❛t❡❛✉ ❞r♦♣s r❛♣✐❞❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t♦r ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ❤✐❣❤✲
♣❛ss ✜❧t❡r✱ ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✺✳✶✳✷✳✷ ❘❈ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❇② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st♦r✱ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❢♦r♠❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡
❝❛♣❛❝✐t♦r ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ CI ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ✈✐❛ ❛ r❡s✐st♦r RI ✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✱
s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣s ❛❝r♦ss t❤❡ r❡s✐st♦r✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇

U = 1− e
− t

τI ✭✺✳✶✮



✺✳✶✳ ❚❍❊ ❆◆❆▲❖● P❆❘❚ ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❙✐♠♣❧❡ ❘❈ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τI = RI · CI ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ P✉❧s❡s ❢♦r♠❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r
✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳

✺✳✶✳✷✳✸ ❙✐♠♣❧❡ ❘❈ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t s✐♥❣❧❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s

❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t♦♦ ❢❛st ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ st❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ■t
❤❛s ❛ r❛♣✐❞ r✐s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ s❧♦✇❡r ❞❡❝❛② t✐♠❡✳ ❊❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❝❛②
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜✉t ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❄❄✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✱ ❜✉t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❜❡st ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✳

✺✳✶✳✷✳✹ ❉♦✉❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s

❈♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ ❋r♦♠ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ st❡♣ ♣✉❧s❡✱ ❜✐♣♦❧❛r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✳
❲✐t❤♦✉t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭♥❂✵✮ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ✐s ❢❛st✱ s❤♦rt ❛♥❞
❤✐❣❤✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✉❧s❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❧♦♥❣❡r
❛♥❞ s♠❛❧❧❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❜❡❧♦✇ t❤❡ ③❡r♦ ❧✐♥❡ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✱
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥✐♣♦❧❛r ♣✉❧s❡s ✐s ❛♥ ✉♥❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣❛rt ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜②
❝❛♣❛❝✐t♦rs✱ s✐♥❝❡ ❛ ❣❛❧✈❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦r ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣✉❧s❡
s❤❛♣❡ ❛ss✉♠❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❡ st❡♣ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣✉❧s❡s ✐♥❝r❡❛s❡ r❛♣✐❞❧②✱ ❜✉t t❤❡♥ ❞♦ ♥♦t r❡♠❛✐♥
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s ❛❧r❡❛❞② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♦r
s♦♠❡✇❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐t✱ ❛♥②✇❛②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛t ❧❡❛st ❜✐♣♦❧❛r ♣✉❧s❡s ✇✐t❤
❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✉♥❞❡rs❤♦t✳ ❲✐t❤ ♥✲❢♦❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛♠♣❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
♥✲✶ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣s✳

✺✳✶✳✷✳✺ ❙✐♠♣❧❡ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡

❱❡r② s❤♦rt ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ s❤❛♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st
❝✐r❝✉✐t ❢♦r t❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ■♥ ❛ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t❡❞ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❝♦❛①✐❛❧
❝❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ♣✉❧s❡✳ ■❢ TD ✐s
t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✱ t❤❡ t✐❧t❡❞ ♣✉❧s❡ ❤❛s tr❛♥s✐t t✐♠❡ 2TD✳ ❆s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✲❢♦❧❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙✐♠♣❧❡ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡

❞❡❧❛②❡❞ ♣✉❧s❡✱ ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2TD ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❤❛❧✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✉❧s❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s
❧♦♥❣✳ ◆♦ ③❡r♦ ❧✐♥❡ s❤✐❢t ♦❝❝✉rs✱ ❜✉t t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❘❈ s❤❛♣✐♥❣✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ τ1 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✐❢ ✐t ✐s
❡q✉❛❧ ♦r ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st tr✐❛♥❣✉❧❛r✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❆♥❛❧♦❣✲t♦✲❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮

❆t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❤❛s ❛❜♦✉t ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② st✐❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜② ❛♥ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✐t ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ❢♦r♠✿ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛r❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❡♥❡r❣②✳

■♥ t❤❡ ❆❉❈✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣✉❧s❡ ❛t t❤❡
✐♥♣✉t ♠❡❡ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr✐❣❣❡r ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ P✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ■♥t❡❣r❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳

✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✭✐♥t❡❣r❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✮✱ ♦r ✐❢ ✐t ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡
✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✮✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ♣✉❧s❡s ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐s ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡
❤❡✐❣❤t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r N(U) ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ Nmax = 2r − 1✱ ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❆❉❈✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵❱ ❛♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧t❛❣❡ Umax ♦❢ t❤❡ ❆❉❈✳ ❆ ✶✵✲❜✐t ❆❉❈✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❜❞✐✈✐❞❡s t❤✐s r❛♥❣❡ ✐♥t♦ ✶✵✷✹
❡q✉✐❞✐st❛♥t ❜✐♥s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❆❉❈✲❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❊❛❝❤ ❜✐♥ ✐s Umax/1024 ✇✐❞❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦
❆❉❈s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦t❛❧ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ −Umax t♦ +Umax✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛✈❡
❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❆❉❈ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✜♥❡r t❤❛♥ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛❧♦♥❡✳ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ t❤❡♥✳

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❛t ✐ts ♦✉t♣✉t ♦♥❧② ✐❢ ❛ ♣✉❧s❡ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❡①❝❡❡❞s
❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡s ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡s
❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡❞✳

✺✳✷✳✷ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ♦r s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r

❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r ✭❙❈❆✮ ♦✉t♣✉ts ❛ ❧♦❣✐❝ ♣✉❧s❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t
✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ♣✉❧s❡ ❇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r
❛♥❞ ✉♣♣❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t❤r❡s❤♦❧❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ■❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♠❛❞❡ ♥❛rr♦✇❡r ❛♥❞
♥❛rr♦✇❡r✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❢❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ❣♦✐♥❣
t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡ ❣♦❡s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❙✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ▼♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❆❉❈✳

❆ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❙❈❆ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇
✇✐❞t❤✱ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ✇✐♥❞♦✇s✬ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ❛♥❞
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✳

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r

❆♥ ❙❈❆ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■t ✐s t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐❢ ❣♦♦❞
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♦r ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✐❢ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡rs ✭▼❈❆✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦② ❛♥ ❆❉❈ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡
❤❡✐❣❤t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ✐❢ ♠❛♥② ❙❈❆ ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❙❈❆ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ❛r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡
s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❈❆ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t✳

❙✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥❛❧♦❣
♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✲✶✵❱ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▼❈❆ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✵✶❱✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r
❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✵✳✵✶❱ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱
❛♥❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ n t❤❡ ♣✉❧s❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0.01 · (n− 1) ❛♥❞ 0.01 · n ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❞❞r❡ss❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❢♦r♠✳

❖♥❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ r❡❛❧✐③❡ s✉❝❤ ❛♥ ❆❉❈ ✐s t❤❡ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ■ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❞✐❣✐t✐③❡❞✳
❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❆ ✐s ✜rst str❡t❝❤❡❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ ❤❡✐❣❤t V ✭❇✮✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ✐t r❡❛❝❤❡s
✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❜❡❣✐♥s t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ✇❤♦s❡ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❡♥
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✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t✐♠❡ ✭❈✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭❉✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❛♠♣ ❤❛s r✐s❡♥ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ V ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t♦r✱ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ r❡s❡ts✳
■ts ❧❡♥❣t❤ ∆t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ V ✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ st❛❜❧❡
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✱ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r n ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∆t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s t❤✉s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ V ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❱❑❆ ✐s ♥♦t
r❡❛❞② t♦ ♣r♦❝❡ss ♥❡✇ ♣✉❧s❡s✱ ✐t ❤❛s ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡✳ ■t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ♦❢ ❛ ▼❈❆ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❛❧r❡❛❞② ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❆❉❙ ❞✐❣✐t✐③❡s ♦♥❧② t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇✳ ▼♦❞❡r♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❉❆◗✮ ✉s❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢❛s❤✲❆❉❈s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t♦rs✱
✇❤✐❝❤ ❞✐❣✐t✐③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✳ ❲✐t❤ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛
❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❞♦✇♥ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s t❤❡② ❝❛♥ ❞✐❣✐t✐③❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❜② ❢❛st ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛rr❛②s ✭❋P●❆ ❂ ✜❡❧❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛②✮✱❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦r t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
t♦ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ❛ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❡✈❡♥t r❛t❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✱
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❛t ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡
✭♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ❚❤❡s❡ ❢❛st ❉❆◗ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇ ❛ ❡✈❡♥t✲✇✐s❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧♦st ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞
▼❈❆ s♣❡❝tr✉♠✳

✺✳✸ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✐s t❤❡
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt
t✐♠❡✳ ❚❤❡② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ γ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ ❛ ❣❛♠♠❛ ❝❛s❝❛❞❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r st❛t❡s✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ♣✉❧s❡ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡
♦❢ ✐ts tr✐❣❣❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥ ✐ts ✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r
❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤✐s ❞❡❧❛② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✉❧s❡s✳ ■t ✐s s✉❜❥❡❝t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥
❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡ ♦r ❛ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r✱ ❜② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡s ✐♥ ❛ s❝✐♥t✐❧✲
❧❛t♦r✱ ♦r ❜② tr❛♥s✐t t✐♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❯♥t✐❧ t❤❡♥✱ t❤❡ t✐♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛t✐st✐❝s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs✳ ■♥
❋✐❣✳ ✺✳✾ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡r❡✱ ❛ ❧♦❣✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ❡①❝❡❡❞s
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ✕ t1 ❢♦r ❇
❛♥❞ t2 ❢♦r ❈ ✕ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t ❞✐✛❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t1 − t2
✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇❛❧❦✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡② ❛r❡✳

❉✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs t❤❛t tr✐❣❣❡r ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡
t✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❢ t❤❡ r✐s❡ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ✇❛❧❦ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s✱ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇❤❡♥ tr✐❣❣❡r✲
✐♥❣ ♦♥ ③❡r♦ ❤❡✐❣❤t✳ ■♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ st✐❧❧ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ♣r❡✲
❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❛❧s♦
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t✐♠✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✱ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❡♠✐ts s✐❣♥❛❧s ✇❤❡♥ t❤❡ tr✐❣✲
❣❡r✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❝r♦ss❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
r❡✈❡rs❡❞✳ ❇✐♣♦❧❛r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❩❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ tr✐❣❣❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♥st❛♥t✲❢r❛❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡r✳

❤❡✐❣❤t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❈❆ ❛s ❛ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ tr✐❣❣❡r ✐s s❦❡t❝❤❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉❧s❡s
t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✱ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ♥♦ ♥♦✐s❡ ♣✉❧s❡s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥✱
t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❘❈✲s❤❛♣❡❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞
t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭❋✐❣✳ ✺✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲❢r❛❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡r ✭❈❋❚✮ ♦✈❡r t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ tr✐❣❣❡r
✐s t❤❛t ♥♦ ❜✐♣♦❧❛r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rs❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐♣♦❧❛r
♦♥❡s✳

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s

❆ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✉♥✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ✐❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣✉❧s❡s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐t❤✐♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥



✺✳✸✳ ❚❍❊ ❚■▼❊ ■◆❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❉■❙❈❘■▼■◆❆❚❖❘ ✾✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

♦✈❡r❧❛♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ◆♦r♠ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ τ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ st❛❣❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡②
♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛ s✉♠ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡s ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉❧s❡
❤❡✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡s ♦✈❡r❧❛♣✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✉❧s❡s ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ τ ✳ ❙✐♥❝❡ ❡✐t❤❡r ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✜rst✱
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s 2τ ✱ t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣✉❧s❡s✳

❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ st❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ tr✐♣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✳ ❚❤❡ ✜rst
❛rr✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥♣✉t✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts r✐s✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ τA✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❡✱ ❤❡r❡ t❤❡ t❤✐r❞✱ tr✐❣❣❡rs ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡✳ ■❢ ❛ ♣✉❧s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛rr✐✈❡ ❛t
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳

✺✳✸✳✶✳✶ ❚❤❡ t✐♠❡✲t♦✲♣✉❧s❡✲❤❡✐❣❤t ❝♦♥✈❡rt❡r

❆ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡r❡✲
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❢♦r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡✈❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
❙❈❆✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✜rst ❛♥
❛♥❛❧♦❣ ♣✉❧s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡✲t♦✲♣✉❧s❡✲❤❡✐❣❤t ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❚P❈ ❢r♦♠ ❚✐♠❡✲t♦✲P✉❧s❡✲❤❡✐❣❤t
❈♦♥✈❡rt❡r✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ❚❆❈ ❢r♦♠ ❚✐♠❡✲t♦✲❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❈♦♥✈❡rt❡r✮ ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡ t❤❛t st❛rts t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭st❛rt ✐♥♣✉t✮ ❛♥❞
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣✉❧s❡ t❤❛t st♦♣s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭st♦♣ ✐♥♣✉t✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s
❞✐❣✐t✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ✇✐t❤ ❛♥ ❆❉❈ ✭s❡❡ ✺✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❛♥ ▼❈❆ ♦r
st♦r❡❞ ❛s ❡♥ ❡✈❡♥t✱ ♣♦ss✐❜❧② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♦♥ ❛ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t✐♠❡✲t♦✲♣✉❧s❡✲❤❡✐❣❤t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ st❛rt ♣✉❧s❡
❝❧♦s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s✇✐t❝❤ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ st♦♣ ♣✉❧s❡
♦♣❡♥s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ st❛rt ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡ ❛❣❛✐♥✱ ♦♥❧② ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✉❧s❡ ✇❤♦s❡
❧❡♥❣t❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛rt ❛♥❞ st♦♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ♣✉❧s❡ ✐s
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❉✐r❡❝t ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡t♦✉r ✈✐❛ ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❣❛t❡
✐s ♦♣❡♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛rt ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❛❝❤
❛ ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤❡ st♦♣ ♣✉❧s❡ ❝❧♦s❡s t❤❡ ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥✳

✺✳✹ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛rt

❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞✳ ■♥ s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛t♦rs✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣✉❧s❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❝♦✉♥t❡r ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✐♥♣✉t ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳
❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❤❛s ❛ ❣❛t❡ ✐♥♣✉t ✈✐❛ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♦♣❡♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦❝❦ ✭t✐♠❡r✮ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ♣r❡✲s❡t t✐♠❡✳
■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡ ✐s s❡t✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡rs ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦✉♥t ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✐❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛
s♣❡❝✐✜❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❧s❡s
✇❡r❡ r❡❣✐st❡r❡❞✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡rs✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ r❡❛❞
♦✉t ❛♥❞ st♦r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✭✉s✉❛❧❧② ❛ t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥t❡♥t✮
❢♦r ❢✉rt❤❡r ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤t❤❡✐r t✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ st♦r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉ts ♦♥
t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s✳

✺✳✺ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠s

❆❢t❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ✐t ♠❛②
s❡❡♠ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡❀ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t ❜② ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇
st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s✳



✺✳✻✳ ❚❍❊ ▼❊❆❙❯❘❆◆❉ ✾✺

✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ♠♦st❧② ❝♦✉♥t r❛t❡s ✐♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡♥❡r❣② ♦r ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ❧❛r❣❡❧② st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✳ ✭❖❢
❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❖♥❧② t❤♦s❡ ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✮✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❛r ♣❧✉❣✲
✐♥ ✉♥✐ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ◆■▼ ♠♦❞✉❧❡ ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✉♥✐t ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉t
❛♥❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❝♦✉♥t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❛❧②s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r ✭❆❉❈
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ st♦r❛❣❡ ✉♥✐t ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❤✐st♦❣r❛♠✮✱ ♦r st♦r❡❞ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts ❢♦r
t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✭❤✐st♦❣r❛♠✮ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②✱
♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♦r t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

■♥ ♠♦❞❡r♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❣❡ ✇✐t❤ ❛
❢❛st ❆❉❈ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐s ❡♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞
♦❢ s♦❢t✇❛r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr✐❣❣❡r t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ♠♦❞✉❧❡s✱
❜✉t ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✧✐❢✧ q✉❡r② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦❞❡✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♦❢ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ✐s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡r♥✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❣❣❡r ❧♦❣✐❝
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✇✐r❡❞ ❜✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✳ ❋♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ ❡✐t❤❡r s♦❢t✇❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P❨❚❍❖◆ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❏❯P❨❚❊❘ ♥♦t❡❜♦♦❦s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❲❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ s♦❢t✇❛r❡ ♦r ❤❛r❞✇❛r❡
✐s ✉s❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
✉♣❞❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ t♦ r❡✢❡❝t ✉♣❞❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❛✈❡ ❛ ❯❙❇ ✢❛s❤ ❞r✐✈❡ ✭r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✿
✶✻●❇ ♦r ♠♦r❡✮ ♦r ❢r❡❡ ❝❧♦✉❞ st♦r❛❣❡ ❛r❡❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r
◆■▼ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛s ✐t ✐s st✐❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥✳

✺✳✻ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❛♥❞

■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❝❛✉s❡❞ ❜②✿

✶✳ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✱

✷✳ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡

✸✳ ✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts✱ ♦r

✹✳ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✳✻✳✶ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦r❜✐ts ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❛ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ■ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥♦t❤❡r
q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❡✳❣✳✿

t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜② ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t ♦✈❡r ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐st❛♥❝❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❦♥♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt t❤❛t ♦♥❧② ❢❡✇ ❦✐♥❞s
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ♣♦ss✐❜❧② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉r✿

❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✿ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣♦s✐tr♦♥s✱ α✲♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉♦♥s✳

◆❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✿ γ✲q✉❛♥t❛ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✳

❊①❝❡♣t ❢♦r ♠✉♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ r❛❞✐♦❛❝✲
t✐✈❡ ❞❡❝❛②s✳ ❆s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡
❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ γ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✐♥ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ α✲♥ s♦✉r❝❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳

■t ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❡
♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ❛❜s♦r❜❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✻✮✳ ❚❤✐s t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤✐❝❦✳
❚❤❡ γ r❛②s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛r❡ ♦♥❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐✳❡✳ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱
❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ✈❡r② t❤✐❝❦ ❛❜s♦r❜❡rs✳ ❋♦r ❛ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t t♦ st♦♣ α✲♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♥❡✐t❤❡r ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♥♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉rs✳

■❢ ♦♥❡ ❦♥♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ α✲♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❛t t❤❡ α ♣❛rt✐❝❧❡s
❤❛✈❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r r❛♥❣❡s t❤❛♥ ❧❡♣t♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s
♠✉❝❤ ✭❛❜♦✉t ✹✵✵✵ t✐♠❡s✮ ❧❛r❣❡r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ α s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ✐s
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦r ♠♦r❡ s✐♠♣❧②
❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ♦❢ ✵✳✺✶✶▼❡❱✳

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐t ✐s ❜❡st t♦
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ γ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❤❛s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❛♥❞ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡✉tr♦♥ s♣❡❝tr❛
❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ γ✲ ♦r ♥❡✉tr♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❡❝✐❡s ✐s t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✳ ❍❡r❡✱ t♦♦✱
✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② t✇♦ s♣❡❝✐❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥



✺✳✻✳ ❚❍❊ ▼❊❆❙❯❘❆◆❉ ✾✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

t❤✐s ✇❛② t♦ ❛ss✐❣♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
r❡❣✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥❧② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥❡s ❛r❡
✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✺✳✻✳✷ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥

❊♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡
❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳

✺✳✻✳✸ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱
✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❛s✉r❛♥❞✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ♦❢ t✇♦
❡✈❡♥ts ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ♦r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳

✺✳✻✳✸✳✶ ❚❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❛♥s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❛t t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ r❡❢s❡❝✿✺✲✸✲✶✮✳
❇② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ γ q✉❛♥t❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ β ❞❡❝❛②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✱ ♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐rs❤♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇✐t❤
♠❛tt❡r✳

❆♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s❡❡♥ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✽✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ s✉❝❤
❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

■❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♣❡rt✉r❡s✱ ♦♥❧② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♦♣❡♥✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡② ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♦r ❛❜s♦r❜❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ tr✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
s❡t✉♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦✉♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡s✳ ❋♦r ❛ t✇♦✲❢♦❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ τ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✱ ❛ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
t✐♠❡ T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s N1 ❛♥❞ N2 ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r Z1✱ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✶ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡ T ✱ ✐s

Z1 = N1 · T ✭✺✳✷✮

■❢ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✷

Z2 = N2 · T ✭✺✳✸✮

♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ZR ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s r❛♥❞♦♠❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ Z1 · τ/T
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ T ✐s

ZR = Z1 ·
τ

T
· Z2 ✭✺✳✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ NR ♦❢
r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s

NR =
ZR

T
= 2 · τ ·N1 ·N2 ✭✺✳✺✮

❚❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s 2 · τ ✱ t✇✐❝❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣✉❧s❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥t r❛t❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦♥❧② ❜② s❤♦rt❡♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❋♦r ❛ tr✐♣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s

NR = 3 · τ2 ·N1 ·N2 ·N3 ✭✺✳✻✮

✺✳✻✳✸✳✷ ❚❤❡ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
■♥ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦
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❝♦✈❡r t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡
st❛rt s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲t♦✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥✈❡rt❡r
✭❚P❈✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✢✐❣❤t ♣❛t❤ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
♦r st❛t❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r st❛t❡s✳ ❉❡❝❛② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛②✳ ■❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s✳ ■♥
♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✐♥ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ t✐♠❡
✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✐st❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳

✺✳✻✳✹ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❛s✐❝ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❜❡
❡①❛♠✐♥❡❞ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t✐♠❡ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤✐s s✐♠♣❧❡ s❝❤❡♠❡✳ ■t ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦r ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ✐s ❛❞❞❡❞✱ ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ t❛s❦ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❥✉st t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❧❛❝❡❞
✐♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s
❛ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝❤❛r❣❡✱ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♣❛ss❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ γ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ γ q✉❛♥t❛
❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✭✐✳❡✳ s♣✐♥✲❛❧✐❣♥❡❞✮ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✳ ■❢ t❤❡ γ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✱
❛ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞✿ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥
❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✼ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠s

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ✉♥✐✜❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢
t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s❡t✉♣✳ ❙t✐❧❧ t♦❞❛②✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧② ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❊♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r✳

❲✐t❤ t❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❧✉❣✲✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ s❡t✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜♦✉t
❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✺✳✼✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♠♣❧✐✜❡r
❢♦r ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ■♥
s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r ♦❢
t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥t✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❧s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛ss❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✳ ❆♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❝❧♦❝❦✱ t❤❡ t✐♠❡r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ ❡✳❣✳ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱
♣♦ss✐❜❧② ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆ s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠
✐s ✜rst r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✱ ♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇
✐s s❡t s♦ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❡✳❣✳ ❛ ❧✐♥❡✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡
st❡♣✲❜②✲st❡♣ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐❢ ❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱
❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② st❡♣s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦❞❛② ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ ▼❈❆
✇✐t❤ ❛♥ ❆❉❈ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss
❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♥♦✐s❡ ❡✈❡♥ts✳

❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐❢ ♦♥❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s ✐♥ ❞♦s✐♠❡tr②✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ ❞♦♥❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ❛ tr✐❣❣❡r ❝♦✉♥t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤♦s❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡
❡♥❡r❣②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

✺✳✼✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s❡r

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✳ ■t ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣❛✐♥ s❤❛♣✐♥❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❢❡❞ t♦
❛ ▼❈❆✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ st♦r❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r✐♥t❡❞ ♦r st♦r❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈❆ ✭♦r ❝♦♠♣✉t❡r✮ ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✺✳✼✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts

■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥❧② ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s



✺✳✼✳ ❚❍❊ ❇▲❖❈❑ ❉■❆●❘❆▼❙ ✶✵✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❊♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✷✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❙❈❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❙▼❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❧s❡
♦♥❧② ❢♦r ❛❞❥✉st❛❜❧❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ♣✉❧s❡ ♦♣❡♥s ❛ ❣❛t❡ ❛t t❤❡ ▼❈❆ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧♦❣
♣✉❧s❡s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❧② t❤♦s❡ ♣✉❧s❡s t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❣❡
❡♥t❡r t❤❡ ▼❈❆✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❧❛② ✉♥✐t s♦ t❤❛t ✐t ❛rr✐✈❡s ❛t
t❤❡ ▼❈❆ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ ✜♥❞s ✐t r❡❛❞② ❢♦r r❡❝♦r❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣❛t❡ ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❛ ❣❛r❛❣❡ ❞♦♦r✿
✐t ♠✉st ❜❡ ♦♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✐t ♠✉st r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♠✉st ❛rr✐✈❡ ✵✳✺✲✶µs ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❜❡ ✷✲✺µs ❧♦♥❣✳
❯s✉❛❧❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❈❆ ✐s s❤♦rt❡r ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ✉♥✐t
✭❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✮ ♥♦t ❞r❛✇♥ ❤❡r❡✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ▼❈❆ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥❧②
✐❢ ✐t ❛rr✐✈❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ s♣❛♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s
t✐♠❡ s♣❛♥ ✐s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ s❡t✉♣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠✱ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❧♦✇❡r❡❞ ♦r t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✇❤❡♥ t❤❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ✐s s❡t✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞s✳

✺✳✼✳✹ ❚❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦✐♥✲
❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦rs✳ Pr❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❧✇❛②s ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❚✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

♠❛tt❡rs✳ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✈❡r② ❢❛st✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦♦r✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ♥♦t ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛t♦rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡❧❛② ✉♥✐ts ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧❛②s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r
❛♥② tr❛♥s✐t t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✈❡♥ts
❛❧s♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛t❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❊q✳ ✺✳✺✮✳

✺✳✼✳✺ ❚❤❡ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥❡ ❣❡ts ❜② ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s
❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■❢ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱
❝♦♥st❛♥t✲❢r❛❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s r❡❛❝❤ t❤❡ ❚P❈ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉❈ ♦❢ t❤❡ ▼❈❆✳ ❚❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧❛② ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❤❛s t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ st♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❝✐r❝✉✐t r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❚❆❈ ♥❡❡❞s ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r
❜❡✐♥❣ st❛rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛ st♦♣ s✐❣♥❛❧✳ ✭❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✿ ②♦✉ ❝❛♥♥♦t
❛♥❛❧②③❡ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❤❡✐❣❤t✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❈✳
❋♦r t❤✐s✱ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s r❡❛❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✭♣❤②s✐❝❛❧✮ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ③❡r♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❡❧❛②✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r t❤❡ ❚P❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❆❉❈ ❛s ❛
❧✐♥❡✱ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡✳ ■❢ ♦♥❡ ♥♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❧❛② ❜② ❛ ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❚P❈ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❆❉❈ s❤✐❢ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②✳

❚❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ tr❛♥s✐t t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ t✐♠❡s ✭❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ t✐♠❡s ✭♠✐✲
❝r♦s❡❝♦♥❞s✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ tr❛♥s✐t t✐♠❡s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❚P❈ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♣✉❧s❡ ♣❛✐rs ✇✐t❤
❛❞❥✉st❛❜❧❡ s♣❛❝✐♥❣✳

❆ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ st❛rt ❜r❛♥❝❤✱ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇❤✐❝❤
✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❡✈❡♥ts
✐♥ t❤❡ st♦♣ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♦♥❧② s✐❣♥❛❧s ♦❝❝✉r ✇❤✐❝❤ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t ❛s t❤❡ st❛rt✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s✳ ▲❡t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
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❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ γ q✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E1 ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤♦t♦♥
✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E2✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ st❛rt ❜r❛♥❝❤ ✐s s❡t t♦ E1✱ t❤❡ st♦♣ ❜r❛♥❝❤ t♦ E2✳ ◆♦✇ t❤❡ ❚P❈
✐s st❛rt❡❞ ❜② ❛♥ ❡✈❡♥t ✇✐t❤ E1✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r✉♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❦♥♦✇s✿ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s t♦ ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❡①✐sts✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐s st♦♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ E2 ✐♥ t❤❡ st♦♣ ❜r❛♥❝❤✳ ■❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❝❛✉s❡❞ t❤❡ st❛rt✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
❡✈❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣ ✐s ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛t ❛♥②
t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞✱
tr✉❡✱ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠
♦♥❡s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡t ♦✉t ♦❢ ❤❛♥❞ ✕ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ❧♦✇ ❜②
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✕ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❛♠❛❣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s✱ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳

✻✳✶ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ❜❛s✐❝s

❨♦✉ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣❛✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥❡r✬s ❧❛❜
❝♦✉rs❡s✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡s✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①✐sts✱
❡✳❣✳ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ✧❈♦♠♣✉t❡r ❆ss✐st❡❞ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✭❈❣❉❆✮✧ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❬✺✵❪✱
❛ s❝r✐♣t ♦♥ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❬✺✶❪✱ ❛♥❞ t✉t♦r✐❛❧s ✇✐t❤ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P②t❤♦♥ ♦♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❡rr♦r ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❬✺✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥❡r✬s ❧❛❜ ❝♦✉rs❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✇❡r❡ ♠♦st❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ ②♦✉ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✧❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡rr♦r✧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤
●❛✉ss ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ✐♥ ♠❛♥② ♣❧❛❝❡s✳ ❆s ❢✉t✉r❡ s❝✐❡♥t✐sts ②♦✉ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ st❛♥❞❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✳

P❤②s✐❝s ❛s ❛ ✧t❤❡♦r②✲❣✉✐❞❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡✧ ❧✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r str✐♥❣❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ②♦✉ ❤❛✈❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❧② ✐❢ ②♦✉ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇✐t❤ ✏②❡s✑✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❛t ❛❧❧ ✶✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ②♦✉r ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✱ ✐❞❡❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P②t❤♦♥ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✱ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♠♦st t♦♦❧s ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧
❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦❢t❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞♦ ♥♦t ♦r ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♠❡❡t
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ❆s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❧♣ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧
t✉t♦r✐❛❧✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞❋✐tt✐♥❣✳✐♣②♥❜ ❬✺✸❪ ❛s ❛ ❏✉♣t②❡r ◆♦t❡❜♦♦❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❜❛s✐❝ t✉t♦r✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✺✹❪✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡✿

✶❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦♦❧s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
s❡tt✐♥❣✱ ❜✉t ❛✐♠ ❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛s ❡①❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❢ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✜ts ❛s ❡①❛❝t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

✶✵✺
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❼ ❆❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❞✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❧❛t❡r ❜② ❤❛♥❞ ✐s ❧❛❜♦r✐♦✉s ❛♥❞ ✇♦r❦s
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s✳

❚❤❡ t♦♦❧s ✉s❡❞ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ❛❧s♦
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t②♣✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts
✲ ✐✳❡✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❼ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉r✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊①❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✭✏▼▲❊✑✱ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳

❼ ■♥ q✉❛♥t✉♠✱ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❤✐st♦❣r❛♠✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦r ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✭s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❜✐♥✑✮ ❛r❡ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥ ❜✉t P♦✐ss♦♥
❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❊✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ ❜✐♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤
❛♥ ✲ st✐❧❧ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✲ ❛❞❛♣t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ t♦ ✜t ♠♦❞❡❧s t♦ ❤✐st♦❣r❛♠s✱
❛❣❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳

❼ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❢♦r ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❡❞ t♦
s♣❧✐t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❜✐♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ s✉❝❤
❝❛s❡s✱ ❛♥ ✉♥❜✐♥♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✜t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❛♥② ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✱ ❦❛❢❡ ♦r ❦❛❢❡✷ ❬❄❪ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡st ✈❡r✲
s✐♦♥✱ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❊❚P ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❜❛❝❤❡❧♦r t❤❡s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ P❤②Pr❛❑✐t✳♣❤②❋✐t ❬✺✻❪ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✈❡r② ❧❡❛♥ P②t❤♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ t♦♦❧ ✐♠✐♥✉✐t ❬✺✼❪ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❏✉♣②t❡r t✉t♦r✐❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛
t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r ②♦✉r ♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ✈❡r②
♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❦❛❢❡✷ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❏✉♣②t❡r t✉t♦r✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❦❛❢❡✷ ♣❛❝❦❛❣❡✷✳

✻✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥

❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦✉rs❡s✱ ✇❡ st❛rt ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡s ♦r
♦❢ ✭❡❧❡♠❡♥t❛r②✮ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖❢t❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ❛s
✏♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✑ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s✳

✷❦❛❢❡✷ ✐s ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■❢ ②♦✉ ✜♥❞ ❜✉❣s✱ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✱
♣❧❡❛s❡ ✉s❡ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ✇❡❜ ♣❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥t❡r ❛♥ ✏■ss✉❡✑✳
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✻✳✷✳✶ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞✿
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ pdf(x, p⃗) t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs pj ✳
❆ ❞❛t❛ s❡t x⃗ ❝♦♥s✐sts ♦❢ nd ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts xi✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ˆ⃗p✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
pdf(xi, p⃗)✿

L(x⃗, p⃗) =
nd
∏

i=1

pdf(xi, p⃗) . ✭✻✳✶✮

❚♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✭s❡❡ ✏❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑✮✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ L✱ t❤❡ ✏♥❡❣❛t✐✈❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑ nlL✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

nlL(x⃗, p⃗) = −
nd
∑

i=1

ln (pdf(xi, p⃗)) . ✭✻✳✷✮

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❯s✉❛❧❧② ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥
t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
s♦♠❡t✐♠❡s ❡①tr❡♠❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✻✳✷✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r ❜❡tt❡r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✏s❤❛r♣❡r✑ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

Vij
−1 =

∂2 lnL()
∂pi ∂dpj

∣

∣

∣

∣

p̂ip̂j

. ✭✻✳✸✮

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❛r❣❡✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♠♣r♦♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐t✳

■♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r
♠♦❞❡❧✲r❡❧❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
♥♦t ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t✳ ❚♦ ❛ss❡ss ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡
♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡✳

❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ♥❡❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❧✉s✲♠✐♥✉s ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✻✽✳✸✪✱
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✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡
1
2 ✳ ❋♦r ♥♦♥✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❛❧♦❣♦✉s
t♦ ♦♥❡✲ ♦r ❛❧s♦ t✇♦✲s✐❣♠❛ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t♦✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛❧❧♦✇❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐t✳

Pr♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝♦♥t♦✉rs ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛❝❦❛❣❡s ❦❛❢❡✷ ♦r ♣❤②❋✐t✱ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷✳ ■t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❏✉♣②t❡r t✉t♦r✐❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡❞❋✐t✲
t✐♥❣✳✐♣②♥❜ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ st♦♣♣❡❞ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛t❡r
❈❤❡r❡♥❦♦✈ ❞❡t❡❝t♦r ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❝♦✛❡❡ ♣♦t ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✮✳ ❆s t❤❡ ♠✉♦♥s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✇❛t❡r✱ t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧❀ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ♦r ✐♥ t❤❡ s♦✐❧ ❜❡✲
❧♦✇✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♠✉♦♥s ❝❛♥ r❡✲❡♥t❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭✐♥ µs✮ ♦❢ s✉❝❤ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉❧s❡s✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ❛rr✐✈✐♥❣ ♠✉♦♥s ❛♥❞
❞❡t❡❝t♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉❧s❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ t❤❡② ❛r❡
✢❛t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❘❡s✉❧t ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢❛t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ❦❛❢❡✷✳

✻✳✷✳✸ ❋✐tt✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s t♦ ❤✐st♦❣r❛♠s

❆♥♦t❤❡r t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡♥tr✐❡s ✐♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❤✐st♦❣r❛♠s✮✳

❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ni ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s µi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P (ni;µi) =
µi

ni

ni !
e−µi . ✭✻✳✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ Pr♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ✜t ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ❄❄✳

❇② ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r ❛❧❧ ❜✐♥s ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

LPoisson =
N
∏

i=1

P (ni;µi(p⃗)) , ✭✻✳✺✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥✉♠✲
❜❡rs ♦❢ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐♥s ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠

nlLPoisson = − lnLPoisson =

N
∑

i=1

−ni · ln(µi(p⃗)) + µi(p⃗) . ✭✻✳✻✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s t♦
❤✐st♦❣r❛♠s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ q✉✐t❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❖♥❧② t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s❡ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ❛♥❞ ♥♦t ✲ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst
❡①❛♠♣❧❡ ✲ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳

✻✳✷✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞✳

▲❡t ✉s ✜rst ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡
❧❡tt❡r z✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② fz✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
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fz ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (z;σ) ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r nd✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (z⃗;V ) ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱

N (z⃗, V )) =
1

√

(2π)nd det(V )
· exp

(

−1

2
z⃗TV −1z⃗

)

. ✭✻✳✼✮

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡❀ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡①❛❝t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ fi(p⃗) ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs p⃗✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ yi ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

yi = fi(p⃗) + zi . ✭✻✳✽✮

❯s✉❛❧❧②✱ t♦ t❡st ♣❛r❛♠❡t❡r✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts xi✱ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x⃗; p⃗)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

N (y⃗, V, f(x⃗, p⃗)) =
1

√

(2π)nd det(V )
· exp

(

−1

2
(y⃗ − f⃗)TV −1(y⃗ − f⃗)

)

. ✭✻✳✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t ˆ⃗p
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ✉s❡❞✱ nlLGauss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

−2 lnLGauss

(

y⃗, V, f⃗(x⃗, p⃗)
)

=
(

y⃗ − f⃗(x⃗; p⃗)
)T

V −1
(

y⃗ − f⃗(x⃗; p⃗)
)

+ ln(det(V )) + nd ln(2π) .

✭✻✳✶✵✮

❯♥❞❡r ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉♠ ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ S✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✲r❡❧❛t❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ♦♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r✉❧❡ ✐s t♦ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t♦
r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞✱ ❥✉st✐✜❡❞ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ✐s s❡✈❡r❡❧②
❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳

■❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s
✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✳ ❚♦❞❛②✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✈❡r②
♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❛❧s♦
t❤❛♥❦s t♦ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥
✐♥s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✻✳✸ Pr❛❝t✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♠✉❧t✐✲ ♦r ❡✈❡♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ❢♦r
♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ r❛r❡
❝❛s❡s✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡s ♣r♦❣r❛♠ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✜tt✐♥❣✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧
✭♣❛rt✐❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t✐♠❡✲❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳



✻✳✸✳ P❘❆❈❚■❈❆▲ ■◆❋❖❘▼❆❚■❖◆ ✶✶✶

✻✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐①

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ■❢ ✐t ✐s
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣✱ ❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✲ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❤❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♥❡❝❡ss❛r②✳

▲❡t ✉s ✜rst ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V✿

❼ V = (Vij) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①❀

❼ ✐t ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nd ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s❀

❼ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧❀

❼ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts Vij , i ̸= j ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t✐❡s σgi ❛♥❞ σgj ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts i ❛♥❞ j❀

❼ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

❼ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦✉r❝❡s✳

❼ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✐♥
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❼ ❆❜s♦❧✉t❡ ♦r r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts Vii✱
Vji ❛♥❞ Vij ✳

❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V
x✱ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ f(x⃗, p⃗) tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ Vy✿

Vij = (V y)ij +
∂f

∂xi

∂f

∂xj
(V x)ij ✭✻✳✶✶✮

■♥ t♦t❛❧✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❡✐❣❤t t②♣❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✴ ♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ ✴ ♦r r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ✴ ♦r ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥❡ ✉s❡s ✐❞❡❛❧❧② ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❝♦❞❡✳ ❱❡r② ❢❡✇
❝♦♠♠♦♥ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❞✐r❡❝t❧②✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❦❛❢❡✷ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❛❞❞❴❡rr♦r✭❡rr❴✈❛❧✱ ❛①✐s❂❄✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥❂❄✱ r❡❧❛t✐✈❡❂❄✱ r❡❢❡r❡♥❝❡❂❄✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ ✈❛r✐♦✉s ✜tt✐♥❣
♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ P❤②Pr❛❑✐t ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜tt✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡s s✉♣♣♦rt t❤✐s✳ ❆❧❧ ❡✐❣❤t t②♣❡s ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥❧② ✇✐t❤ ❦❛❢❡✷ ❛♥❞ P❤②Pr❛❑✐t✳♣❤②❋✐t✳

✻✳✸✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❖❢t❡♥✱ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡✳❣✳
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦r ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ♦r ❛♣♣❛r❛t✉s ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
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t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❛❧ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✜t ❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛s ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✜t ❛♥❞ ❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✲ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
t❤❡ ❦❛❢❡✷ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❛❞❞❴♣❛r❛♠❡t❡r❴❝♦♥str❛✐♥t✭♥❛♠❡✱ ✈❛❧✉❡✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ r❡❧❛t✐✈❡❂❋❛❧s❡✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❢✐①❴♣❛r❛♠❡t❡r✭♥❛♠❡✱ ✈❛❧✉❡❂◆♦♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❛

❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✜①✐♥❣
t❤❡♠ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t♦ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡✐r
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❛♥❣❡✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❚❡♠♣♦r❛r✐❧② ✜①✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❡❛s✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❣❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

r❡❧❡❛s❡❴♣❛r❛♠❡t❡r✭♥❛♠❡✮

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✜t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✜① ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❛r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❢t❡r r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤✐s t❡♠♣♦r❛r②
♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ✜t s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♣♦s❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t t❡♠♣♦r❛r✐❧②
❛ss✉♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡✜♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦r ✐♥ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ r❛♥❣❡s ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥
sq✉❛r❡ r♦♦ts✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛ss❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞

❧✐♠✐t❴♣❛r❛♠❡t❡r✭♥❛♠❡✱ ❧♦✇❡r❂◆♦♥❡✱ ✉♣♣❡r❂◆♦♥❡✮

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s✳

■♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦❢t❡♥ ❢✉rt❤❡r s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐♥✐♠❛ ❡①✐st ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ✲ ♦r ❡✈❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♦r ♠❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ✧❵r❡❛s♦♥❛❜❧❡✧✬ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❦❛❢❡✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

s❡t❴♣❛r❛♠❡t❡r❴✈❛❧✉❡s✭♥❛♠❡✶❂✈❛❧✶✱ ✳✳✳✮

❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s
❧❛t❡r ♦♥✱ ✐t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■❢ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❦❛❢❡✷ ✉s❡s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❀
s♦ t❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s❡t ✲ ✇✐t❤ ❝❛r❡ ✲ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✻✳✸✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧s

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t
❞✐✛❡rs ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♥❡❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
t❤❛t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❜♦r❞❡r✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s✐❣♥❛❧ ♣❡❛❦ ❛❜♦✈❡ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❛ ✇❡❛❦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱
♦♥❡ s❡❧❡❝ts ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s ❞❡✜♥❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♦✉❣❤t✳ ❋♦r s = 0 t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥❛❧✳
❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞
❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✧s✐❣♥✐✜❝❛♥t✧ ❛t ❛❧❧ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♠❡r❡❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❆ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ S ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ ③❡r♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σs ✲ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✿
✧❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ z s✐❣♠❛✧✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦r❡
✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛s ❛ ❝❛✉s❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛t
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t❡s ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r♠✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡✳

■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st♦❝❤❛st✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝ t♦
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✧◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ❧❡♠♠❛✧✱ ✐❢ ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ s ♣❧❛② ❛
r♦❧❡ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧s✐♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✧✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❛t✐♦ Q = L(s=s)

L(s) ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ − lnQ✱ ✐s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝✳ ■❢ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ Lp(s) ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s ✐s ✉s❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ♦❢t❡♥
❝❤♦♦s❡s −2 lnQ = −2(lnLp(0) − lnL√(∫̂)) ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✇❤❡r❡ ŝ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜t ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❚❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ −2 lnQ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ z ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■t ✐s

z2 = −2 lnQ = (−2 lnLp(s = 0))− (−2 lnLp(s = ŝ)) ✭✻✳✶✷✮

S = z ✐s t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ ✧◆✉♠❜❡r ♦❢ σs✧✱ ❛s ✇❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐t s♦♠❡✇❤❛t ✐♠♣r❡❝✐s❡❧②
❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ −2 lnLp ✐s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡
s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡✳

■t ✐s ❜❡tt❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ✐❢✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ z ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ p ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛✲
t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ N (x) = 1/

√
2π · exp (−x2/2)✿ ps

❂ s❝✐♣②✳st❛ts✳♥♦r♠✳❝❞❢✭z✮✳ ❯s✉❛❧❧② ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ p ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
p0 = 1 − ps✱ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p0✱ t❤❡ ✇♦rs❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✜ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ s❡❝✉r❡ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧✳

■❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ cl = 95% ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❤❡r❡✳
❚r❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤✐s ❧✐♠✐t
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✐s ❛❣❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ zcl ❂ s❝✐♣②✳st❛ts♥♦r♠✳♣♣❢✭❝❧✮ ✭♣♣❢ ❂ ♣❡r❝❡♥t ♣♦✐♥t
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❞❢✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s z2cl✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✷✳✼✶ ❢♦r cl = 95%✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥✱ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ z =

√
4.58 = 2.14✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ p ✈❛❧✉❡ ♦❢

✵✳✵✶✻✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶✾ ❛t t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❚❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦❡❞ t❤r♦✉❣❤✳ ❙♦♠❡ t❛❜❧❡s
❛♥❞ ❣r❛♣❤s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② s❝❤❡♠❡s ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❛♥❞ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿

Pr❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠✉st ❜❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✇r✐tt❡♥
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✿ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✭❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✜❧❡✮✱ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
❛♥❞ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✇r✐tt❡♥ ❜② ❤❛♥❞ ♦r ❞✐r❡❝t❧②
✐♥t♦ ❛ t❡①t ✜❧❡ ♦♥ t❤❡ ▲❛♣t♦♣✳

❆♥❛❧②s✐s✿ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡rr♦rs✳ ❆❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ s♦ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✲
s✉❧ts ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠
✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ t♦♣s❤❡❡t ✇✐t❤ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts✱ ❣r♦✉♣ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❞❛t❡

✷✳ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❤♦rt t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s

✸✳ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✹✳ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts

✻✳ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧

◆♦t r❡q✉✐r❡❞ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ ❡①❝❡r♣ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
t❡①t s❡❣♠❡♥ts ♦r ♣✐❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❡①t❜♦♦❦s✱ ❥♦✉r♥❛❧s ♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝✐t❡❞✳ ❆❧s♦ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞
❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♠✉st ❜❡ ❝✐t❡❞✳

✶✶✺
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✼✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ ❉r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❣❛s❡s

✼✳✶✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❣♦♥✲♠❡t❤❛♥❡ ♠✐①t✉r❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛r❣♦♥✲
♠❡t❤❛♥❡ ✾✵✿✶✵✮✳

✷✳ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✴♣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤
♣✉r❡ ♠❡t❤❛♥❡✳

✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✼✳✶✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❣❛s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳
❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❣❛s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥♦♥✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ ❛
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧②
♦♥ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s
♣r❡ss✉r❡✱ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✼✳✶✳✷✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥

❊❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❣❛s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢
❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛s ♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ r❛♣✐❞❧② ❧♦s❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ F (ε)✿
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F (ε) · dε = C · √ε · e−ε/k T · dε ✭✼✳✶✮

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭✬t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✬✮ ♦❢

⟨ε⟩ =
∞
∫

0

ε · F (ε) · dε ✭✼✳✷✮

✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ (3/2) k T ✳ ❆t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✉t ✹✵♠❡❱✳

❉✉❡ t♦ t❤✐s ♥♦♥✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✧❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥✧✱ ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♥♦✇ ❞✐✛✉s❡s ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② N ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞❡❧✐q✉❡s❝❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤❛♣❡✿

dN

dx
=

N0√
4π ·D · t

· e−x2/4D t ✭✼✳✸✮

N0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✱ x t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ D t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧
♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② v̄ =

√

8 kT/πm ✈✐❛

D =
1

3
· λ · v̄ ✭✼✳✹✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ♦♥ ✇❤♦s❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡
♣❛t❤ ✐s ❛❜♦✉t ❢♦✉r t✐♠❡s ❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ✐♦♥s✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
σ(ε) ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②
Ng ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✿

λ(ε) =
1

Ng · σ(ε)
, Ng =

NL · ρ
A

✭✼✳✺✮

❍❡r❡ NL st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ▲♦s❝❤♠✐❞t ❝♦♥st❛♥t✱ A ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ❛♥❞ ρ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
❣❛s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦❜❧❡ ❣❛s❡s ❛t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ Ng = 2,69 · 1019♠♦❧❡❝✉❧❡s✴❝♠3✳

✼✳✶✳✷✳✷ ❘❛♠s❛✉❡r✲❚♦✇♥s❡♥❞ ❡✛❡❝t

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❛t♦♠s ✐s ❢❛r ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛s ❦✐♥❡t✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠s t❤✉s ❜❡❝♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✧tr❛♥s♣❛r❡♥t✧ ❢♦r
t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✉♣ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❘❛♠s❛✉❡r
❡✛❡❝t ❛❢t❡r ✐ts ❞✐s❝♦✈❡r❡r✱ ✇❤♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ✶✾✷✶ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ s❧♦✇
❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❛t♦♠s✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦❜❧❡ ❣❛s❡s ❤❡❧✐✉♠✱ ❛r❣♦♥ ❛♥❞ ①❡♥♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❤❡❧✐✉♠ ❤❛s ♥♦ ❘❛♠s❛✉❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ s❤♦✇♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦
♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ❛r❣♦♥ ❛♥❞ ①❡♥♦♥ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦❜❧❡ ❣❛s❡s ❤❡❧✐✉♠✱ ❛r❣♦♥ ❛♥❞ ①❡♥♦♥✳

✼✳✶✳✷✳✸ ❉r✐❢t ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t②

❯♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞
♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✭♦r ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✮
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧ r❡❢❡r t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♦♥s ❛s
✇❡❧❧✳

■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞n t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞x ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

dn =
1

v̄D · τ · dx ✭✼✳✻✮

✇❤❡r❡ v̄D ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ τ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ✶✴τ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② Ng✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
σ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ω ✈✐❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

1

τ
= Ng · σ · ω ✭✼✳✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞P t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ✐ts ♥❡①t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t+ dt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dP =
1

τ
· e−t/τ · dt ✭✼✳✽✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♥♦✇ ♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

m · dv
dt

= e · E ✭✼✳✾✮

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
x(t) ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❊q♥✳ ✼✳✽✮ t♦ ❣✐✈❡

⟨x⟩ = e

2m
· E ·

∞
∫

0

t2

τ
· e−t/τ · dt = e

m
· E · τ2 ✭✼✳✶✵✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡♥
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v̄D =
⟨x⟩
τ

=
e

m
· E · τ = µ · E ✭✼✳✶✶✮

✇❤❡r❡ µ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ τ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✿

v̄D ∝ E

Ng
bzw. v̄D ∝ E

p
❢ür T = konst. ✭✼✳✶✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧r❡✲
❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✧ E/p ✭✉♥✐t✿ ❱ ❝♠−1 ❤P❛−1✮ ♦r ❛❧s♦ ❛❣❛✐♥st E/Ng ✭✉♥✐t✿ ✶❚❞ ✭❚♦✇♥s❡♥❞✮
❂ ✶✵−17❱❝♠2✮✱ s✐♥❝❡ ✐t s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ε ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ω✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ εE ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✿

ε =
1

2
·m · ω2 = εE +

3

2
· k T ✭✼✳✶✸✮

■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛s ❛t♦♠s ❛♥❞
t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳

✼✳✶✳✷✳✹ ❈♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s❡s ❛♥❞ q✉❡♥❝❤❡r

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ✉s❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s✳ ❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
♠✐①t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♠♦♥♦✲❛t♦♠✐❝ ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❛s ❢r♦♠
t❤❡ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❣r♦✉♣ s✉❝❤ ❛s ❈❍✹✱ ❈✸❍✽✱ ❈✹❍✶✵ ✭✐s♦❜✉t❛♥❡✮ ♦r ❛❧s♦ ❈✷❍✻✳ ❚❤❡ ♥♦❜❧❡ ❣❛s
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ❛❜s♦r❜s ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♣r❡s❡♥t ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧❡❛❞ t♦ s❡❝♦♥❞❛r②
❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❣❛s ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❚❤✐s ♣♦❧②✲❛t♦♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❣❛s ♠✐①t✉r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ♦r q✉❡♥❝❤❡r✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❛❞❞✐t✐✈❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛s ♥♦♥✲♣♦❧❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ t❤❛t ♥♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧♦st t❤r♦✉❣❤ tr❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❊✈❡♥ ❛
s♠❛❧❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❣❛s ❞❡❝✐s✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡
♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❛r❣♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❧♦✇s ❛ ❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② 103 t♦ 104 ❜❡❢♦r❡ ♣❡r✲
♠❛♥❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❝❝✉rs✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❡♥ ♣❡r❝❡♥t s❤❛r❡ ♦❢ ♠❡t❤❛♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞✱
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ♦❢ 106 ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

✼✳✶✳✷✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ❝♦♥t❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣❛s ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✳ ❋✐❣✳ ✼✳✸✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛r❣♦♥✲♠❡t❤❛♥❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ♣✉r❡ ❛r❣♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛r❣♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❛t
✈❛❧✉❡s ♦❢ E/p > 0.2V cm−1Torr−1 t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ ✷ ❡❱ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✱ ▲❡❢t✮
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❘❛♠s❛✉❡r
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦❜❧❡ ❣❛s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧②
❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤✉s r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❛s✱ s✉❝❤
❛s ❈❍✹✱ ❈✵✷✱ ❈❋✹✱ ♦r ◆✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛r❣♦♥ ♦✈❡r
❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦❧❧✐❞❡ ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛s ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
❧♦s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦ r♦t❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ▲❡❢t✿ ▼❡❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ s♦♠❡ ❣❛s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞✳ ❘✐❣❤t✿
❈❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛♥ ❛r❣♦♥✲♠❡t❤❛♥❡ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡t❤❛♥❡ ❝♦♥t❡♥t✳

t❤❛t ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛♠s❛✉❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥♦❜❧❡ ❣❛s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆t ❛ ❧♦✇ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✹ ❦❱✴❝♠✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛♠s❛✉❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛r❣♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞r✐❢t
✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s s❤✐❢ts
t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣♦♥✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ str♦♥❣❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

❆r❣♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✧❤♦t ❣❛s✧ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭ε ≈ εE ≫ 3/2 · k T ✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡✳❣✳ ❈❖✷ ✐s ❛ ✧❝♦❧❞ ❣❛s✧ ✭ε ≈ 3/2 · k T ✮✳

✼✳✶✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❞r✐❢t t✐♠❡s ♦❢ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ ❝❧♦✉❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞r✐❢t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡
❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❞r✐❢t ❝❤❛♠❜❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ❯❱ ❧❛s❡r ✭λ ❂ ✸✸✼✱✶ ♥♠✱ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❂ ✺✵✵ ♣s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✲✸✵ ❡❱✳ ❱❛r✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♠♣✉r✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ t❤❛t ❛r❡ ✐♦♥✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ♦✉t❣❛ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ♠❛t❡r✐❛❧s
♦r ❛❞♠✐①t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣❛s❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♦r❣❛♥✐❝
q✉❡♥❝❤❡rs s✉❝❤ ❛s ♠❡t❤❛♥❡✱ ❡t❤❛♥❡ ♦r ✐s♦❜✉t❛♥❡✱ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ❛r❡
♦❢t❡♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞♠✐①t✉r❡s ❤❛✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✼ ❡❱✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♦♥✐③❡❞ ✈✐❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st str✐❦❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✐t ✐s s♣❧✐t
✐♥t♦ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡ ❜❡❛♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ❝✉❜❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠s
❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ❝❤❛♠❜❡r t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❯❱ ❧❡♥s❡s ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣✳

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✵✵♠♠✱ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❛❢t❡r ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❯❱ ♠✐rr♦r✳ ❆ ❯❱✲s❡♥s✐t✐✈❡
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①✐t ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡
❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞r✐❢t ✜❡❧❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✵ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ ❛
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✷✵♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✸♠♠✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡✐r ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
✷✺♠♠✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞r✐❢t t♦ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♠❜❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ♣❛t❤
❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ✐♥s✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❚❡✢♦♥ r✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ♣❛✐rs ♦❢ 10±0.1♠♠✳ ❚❤❡ ✇✐r❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s♦❧❞❡r❡❞
t♦ t❤❡ t♦♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s ❣r♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞r✐❢t ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❛ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❢r♦♠ ❉❡❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✺✵ ❦❱✳
❚❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ❛ ✜①❡❞ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞✳ ■t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
∆x ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r✐❢t ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆t ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ ❝❧♦✉❞s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐r❡✿

v̄D =
∆x

∆t
✭✼✳✶✹✮
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❚❤❡ ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞s ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈♦❧t❛❣❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✇✐r❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✈✐❛ ❛♥ ❘❈ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡② t❤❡♥
♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♠♣❧✐✜❡r ❢♦r ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤r♦✉❣❤
❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❣✐❝ ♣✉❧s❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✉♥✐t t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡s❡ s❡r✈❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡
✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❢❛❧s❡ tr✐❣❣❡rs✳ ❆❢t❡r ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s ♣❛ss❡❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✉♥✐t✱ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ st❛rt❡❞ ❛ t✐♠❡✲
t♦✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❚❆❈✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ st♦♣♣❡❞ ✐t✳ ❚❤❡ ❚❆❈ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣
sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ✐ts ♦✉t♣✉t ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ st❛rt ❛♥❞ st♦♣ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s t❤❡♥ r❡❛❞ ❛♥❞ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧
❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮ ✐♥ ❛ P❈ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞♦✉t s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
♦✈❡r ✶✵✵ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞r✐❢t t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✉❧❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✭◆■▼✲❈r❛t❡✮ ✇❡✐❣❤❡❞ ✷✵ ✕
✸✵ ❦❣ ❛♥❞ ❝♦st ❛ ✜✈❡✲❞✐❣✐t ❛♠♦✉♥t✳

❚♦❞❛②✱ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ✭P✐❝♦s❝♦♣❡ ✸✹✵✹❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❣✐t✐③❡s
t❤❡ ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
P❈ ✭▲✐♥✉①✮✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ t❤❡ P❈ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ t♦ ②♦✉ ♦♥ s✐t❡ ❜② t❤❡ t✉t♦r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ t❤❡ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ✇❡✐❣❤s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❣r❛♠s✱ ❝♦sts ❛ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ◆■▼ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s ❤❛r❞❧② ❛♥② ♣♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✷ ❦❲ ◆■▼ ❝r❛t❡✳

✼✳✶✳✹ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦❢ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❣♦♥✲♠❡t❤❛♥❡
♠✐①t✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣✉r❡ ♠❡t❤❛♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✴P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡ss✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❆r✲❈❍✹ ✾✵✲✶✵ ✭✶✵ ✈♦❧✪
♠❡t❤❛♥❡✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❢r❡❡❧② s❡❧❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ✶✵✪
♠❡t❤❛♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❞r✐❢t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚✇♦
❣❛s ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r❡ ❣❛s❡s ♠❡t❤❛♥❡ ❛♥❞ ❛r❣♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s❡s✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭p V = nRT ✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ❢♦r ②♦✉r ❝❤♦s❡♥ ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r
♦❢ ✶✺✵✵ ❤P❛ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❤♦s❡s ♠✉st ❜❡ ♣✉r❣❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❣❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❝②❧✐♥❞❡rs ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✐s
❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣❛s ✭❡✳❣✳ ❆r✮ ✉♣ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵✵♠❜❛r✳ ❚❤❡♥
✐t ✐s ❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❛s t♦ ✹✵✵♠❜❛r✳ ❆❢t❡r ❡✈❛❝✉❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ❣❛s ♠✐①t✉r❡s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡✈❛❝✉❛t❡
t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❤♦s❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣✉r❣❡❞
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✱ ❍❱ ✶✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♠❜❡r ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡
♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✉s❡
t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ tr✐❣❣❡r ❢♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞
s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❘❈ ❡❧❡♠❡♥t✱
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦✉t✱ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ s❡❡ ♦♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ♥♦ ♣✉❧s❡s✱ ❜✉t st❡♣s✱ ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ t✐♠❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❡♣s t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ ❝❧♦✉❞s✳
❲❛t❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♠❜❡r ♣✉❧s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐❢t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
✭❍❱ ✷✮✳



✼✳✶✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ ❉❘■❋❚ ❱❊▲❖❈■❚❨ ❖❋ ❊▲❊❈❚❘❖◆❙ ■◆ ●❆❙❊❙ ✶✷✸

▼❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞r✐❢t t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❞r✐❢t ♣❛t❤s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✷✹ ❝♠
❛♥❞ ✸✻ ❝♠✮✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s
✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ♠✉st ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝s r❡✲❛❞❥✉st❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❞r✐❢t ♣❛t❤s ✐s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s s✇✐t❝❤❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣✉❧s❡ ♠♦❞❡
✭r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✶✵❍③✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❝♦✈❡r ✭✐♥s❡rt ✐♥t❡r❧♦❝❦ ❜r✐❞❣❡ ✐♥t♦ ❧❛s❡r✮ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳
❆tt❡♥t✐♦♥✱ ✇❡❛r ❧❛s❡r s❛❢❡t② ❣♦❣❣❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❝♦✈❡r ✐s ♦♣❡♥✦

❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞r✐❢t t✐♠❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✶✵✵ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞ ❊✴P✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s s❡t t♦ ♣✉❧s❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❤♦ts ✭✉s✉❛❧❧② ✷✵✵✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐r❡ r❡♠❛✐♥
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✴P ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❍❱ ✷✳ ❚❤❡ st❡♣
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✉t ✵✳✵✷❱✴✭❝♠·❤P❛✮✳ ❆t ❛ t♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✶✵✵✵♠❜❛r✱ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✶ ❦❱ st❡♣s ❢r♦♠ ✶ ❦❱ t♦ ✷✶ ❦❱✳

❈♦♠♣❛r❡ ②♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
❚❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ♦♥❡ ❛r❣♦♥✲♠❡t❤❛♥❡ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞r✐❢t ♣❛t❤s ❛t
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✵✳✽✵✵ ✶✵✳✺✵✾ ✶✵✳✷✾✻ ✾✳✾✺✷ ✾✳✹✺✼ ✽✳✽✷✷ ✽✳✶✶✽ ✻✳✾✽✵ ✺✳✽✹✻ ✹✳✸✾✺ ✷✳✼✽✾

✵✳✽✷✺ ✶✵✳✺✸✷ ✶✵✳✷✹✾ ✾✳✾✺✹ ✾✳✸✻✽ ✽✳✼✸✺ ✽✳✵✶✽ ✻✳✾✵✼ ✺✳✼✺✹ ✹✳✸✷✸ ✷✳✼✹✺

✵✳✽✺✵ ✶✵✳✹✽✻ ✶✵✳✷✹✻ ✾✳✽✸✺ ✾✳✸✹✶ ✽✳✻✺✻ ✼✳✾✷✻ ✻✳✽✻✹ ✺✳✻✼✸ ✹✳✷✺✽ ✷✳✼✵✸

✵✳✽✼✺ ✶✵✳✺✶✵ ✶✵✳✷✵✾ ✾✳✼✾✵ ✾✳✷✹✶ ✽✳✺✻✼ ✼✳✽✸✷ ✻✳✼✶✸ ✺✳✺✽✾ ✹✳✶✾✹ ✷✳✻✺✻

✵✳✾✵✵ ✶✵✳✹✸✻ ✶✵✳✶✶✹ ✾✳✼✺✽ ✾✳✶✸✻ ✽✳✹✽✺ ✼✳✼✸✽ ✻✳✻✸✹ ✺✳✺✵✺ ✹✳✶✸✼ ✷✳✻✹✹

✵✳✾✷✺ ✶✵✳✹✺✾ ✶✵✳✶✵✷ ✾✳✻✻✹ ✾✳✵✽✾ ✽✳✸✼✺ ✼✳✻✹✽ ✻✳✺✻✵ ✺✳✹✷✾ ✹✳✵✽✸ ✷✳✻✺✼

✵✳✾✺✵ ✶✵✳✸✽✵ ✶✵✳✵✼✺ ✾✳✻✶✽ ✾✳✵✺✽ ✽✳✸✷✽ ✼✳✺✺✼ ✻✳✹✼✾ ✺✳✸✻✵ ✹✳✵✸✶ ✷✳✻✶✻

✵✳✾✼✺ ✶✵✳✸✻✾ ✶✵✳✵✶✶ ✾✳✺✸✻ ✽✳✾✽✷ ✽✳✷✷✼ ✼✳✹✻✾ ✻✳✹✶✵ ✺✳✷✾✶ ✸✳✾✽✻ ✷✳✺✽✶

✶✳✵✵✵ ✶✵✳✸✺✹ ✾✳✾✶✾ ✾✳✹✽✸ ✽✳✽✺✷ ✽✳✶✺✵ ✼✳✸✽✹ ✻✳✸✹✺ ✺✳✷✷✶ ✸✳✾✸✹ ✷✳✺✻✶



✼✳✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ P❆❘■❚❨ ❱■❖▲❆❚■❖◆ ❆❚ β ❉❊❈❆❨ ✶✷✺

✼✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ P❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛t β ❞❡❝❛②

✼✳✷✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❊♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ 22◆❛ s♦✉r❝❡✳

✷✳ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ β ❞❡❝❛②✳

✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ β ❞❡❝❛②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✼✳✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ ♠❡❛♥s✳ ❇❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rt ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛✲
❣r❛♠s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ♦♥❧②
❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✲q✉❛♥t❛ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶▼❡❱ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r ✐s
t❤❡ ❲✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝♦✉rs❡ t♦ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐ts❡❧❢ r❡q✉✐r❡s
❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❡✛♦rt ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳

✼✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣❛r✐t②

❚❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋♦r ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ(r⃗) ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞

P ·Ψ(r⃗) = Ψ(−r⃗) ✭✼✳✶✺✮



✶✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❚❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐s r❡✢❡❝t✐♦♥ ❙ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t r♦t❛t✐♦♥ ❜② 180◦✱ D(180◦)✳

P = S ·D(180◦) ✭✼✳✶✻✮

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s
❛t r♦t❛t✐♦♥s ✭❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✮✳

❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ |a⟩ ✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r✐t②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

P |a⟩ = πa |a⟩ ✭✼✳✶✼✮

❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t✇✐❝❡ ❧❡❛❞s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

P 2 |a⟩ = |a⟩ ✭✼✳✶✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧✐❡s

P 2 = 1, P = P−1, πa = ±1 ✭✼✳✶✾✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ✰✶ ❛♥❞ ✲✶✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❡✈❡♥ ♣❛r✐t②
♦r s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ ♦❞❞ ♣❛r✐t② ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

POP−1 = π0O ✭✼✳✷✵✮

❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ r⃗✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ p⃗✱ s♣✐♥ σ⃗ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ℓ⃗✳

P r⃗P−1 = −r⃗
P p⃗P−1 = −p⃗
P σ⃗P−1 = +σ⃗

P ℓ⃗P−1 = +ℓ⃗

✭✼✳✷✶✮

❍❡r❡ ②♦✉ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s✐❣♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ✐ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ■❢

❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t st❛♥❞s ♦❜❡②s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❊①✲
❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡✲r♦t❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♣❛r✐t② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡✲♠✐rr♦r✐♥❣✳

■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ t❤❡♦r② ✐s ♣❛r✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠✉st ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r✐♥❣✿ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛rs✳
❚❤❡② ❛r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❝❛❧❛r✱ ✐✳❡✳✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ✉♣♦♥ ♠✐rr♦r✐♥❣✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✼✳✷✶ s✉❝❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❛s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❛♥
❛①✐❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❊①❛❝t❧② s✉❝❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♦♥❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛r✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
Ps❡✉❞♦s❝❛❧❛rs ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ③❡r♦ ✐♥ ❛ ♣❛r✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r✐t②✳

■♥ ❲✉✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ β− ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦❧❛r✐③❡❞ 60❈♦ ♥✉❝❧❡✐ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ 60❈♦
✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡
❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡r st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡
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♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✭T = 0 ♦r B = ∞✮✱ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❲✉✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s✿ t❤❡ β ❞❡❝❛② ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ✐s
♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡ β− ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✭✇❤✐❝❤
✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ ♦❢ t❤❡ 60❈♦✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ♠✐rr♦r✲
✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡①❛❝t❧② ❛s ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✳
❋r♦♠ t❤❡♦r② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡✱

W
(

p⃗e, J⃗
)

= 1 +
v

c
· P ·A · p⃗e · J⃗

|p⃗e| ·
∣

∣

∣
J⃗
∣

∣

∣

✭✼✳✷✷✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 60❈♦✱ A ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ p⃗e ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ J⃗ ✐s t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r
(

p⃗e · J⃗
)

✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣❛r✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r A ❝❛♥ ❜❡ ③❡r♦ ❜② ❝❤❛♥❝❡✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥♦t❤❡r✱ ❡q✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ β✲♣❛rt✐❝❧❡✳

H =
σ⃗ · p⃗

|σ⃗| · |p⃗| ✭✼✳✷✸✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦r ❤❡❧✐❝✐t②✳ ■❢ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ β✲♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ♣❛r✐t② ✐s
✈✐♦❧❛t❡❞✳

✼✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s

❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ S⃗✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭③✲❛①✐s✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ s♣✐♥

P =
⟨S⃗z⟩
S

✭✼✳✷✹✮

■♥ ✐t S⃗z ✐s t❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r S⃗✳ ❚❤❡ s♣✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ S ❤❛s
2S + 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆s ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ 2S + 1 ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ st❛t❡s
|S, Sz⟩✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ S⃗2 ❛♥❞ S⃗z✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❤♦❧❞s

S⃗2 |S, Sz⟩ = S (S + 1) |S, Sz⟩
S⃗z |S, Sz⟩ = Sz |S, Sz⟩

−S ≤ Sz ≤ +S ✭✼✳✷✺✮

❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ S = 1/2✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r S⃗ ❜② t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s σ⃗ ✐s
❝♦♠♠♦♥✳ ■t ✐s

S⃗ =
1

2
σ⃗ =

1

2
(σx, σy, σz) ✭✼✳✷✻✮

✇✐t❤
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σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0

0 −1

)

✭✼✳✷✼✮

■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t❡s |S, Sz⟩ ❛r❡✳

|1/2,+1/2⟩ =
(

1

0

)

✉♥❞ |1/2,−1/2⟩ =
(

0

1

)

✭✼✳✷✽✮

❚❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ st❛t❡s

Ψ =

(

a+
a−

)

= a+ ·
(

1

0

)

+ a− ·
(

0

1

)

♠✐t a2+ + a2− = 1 ✭✼✳✷✾✮

a2+, a
2
− ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s

P =
⟨Sz⟩
S

= ⟨σz⟩ = ⟨Ψ|σz|Ψ⟩ = a2+ − a2− ♠✐t − 1 ≤ P ≤ +1 ✭✼✳✸✵✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ (a− = 0, P = +1) ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ (a+ = 0, P = −1)
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❋♦r ❛♥② ♦t❤❡r st❛t❡✱ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
♣♦❧❛r✐③❡❞✳

❚❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r ❛ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡✳❣✳ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❛♠✱ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✼✳✷✹✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❣♦❡s ❛❧s♦ ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡✱ s♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✼✳✸✵✱ ❜✉t ❜②

P = ¯⟨σz⟩
Sz=+1/2
∑

Sz=−1/2

pSz⟨S, Sz|σz|S, Sz⟩ ✭✼✳✸✶✮

❍❡r❡✱ pSz ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ Sz ❛♥❞ ✐t ✐s

p+1/2 + p−1/2 ≡ p+ + p− = 1 ✭✼✳✸✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✷✼ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✷✽✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

p = p+ − p− ✭✼✳✸✸✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p+ ❛♥❞ p− ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
N+ ❛♥❞ N− ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

P =
N+

N+ +N−
− N−
N+ +N−

=
N+ −N−
N+ +N−

✭✼✳✸✹✮

❆❜s♦❧✉t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭N− = 0✱ P = +1✮ ♦r ❛♥t✐✲
♣❛r❛❧❧❡❧ ✭N+ = 0✱ P = −1✮ t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡rs
♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭N+ = N−✮✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✭|P | < 1✮✱ ♥♦ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛r❡ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❛ ♣✉r❡❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s



✼✳✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ P❆❘■❚❨ ❱■❖▲❆❚■❖◆ ❆❚ β ❉❊❈❆❨ ✶✷✾

♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ❧❛r❣❡✳ ■♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r②✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐✳❡✳
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■t ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ ③❡r♦ ✇✐t❤
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛❜s♦❧✉t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ γ q✉❛♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s♣✐♥ ✶✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊q✳ ✼✳✷✺✱ t❤r❡❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
❝❤♦s❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ✇✐t❤ Sz = −1, 0,+1✳ ❋♦r t❤❡
γ q✉❛♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ r❡st ♠❛ss ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ t❤✐s ✐s
♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr❛♥s✈❡rs❡ s♣✐♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐❝s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ γ q✉❛♥t✉♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❢✉❧❧② ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ s♣✐♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s r✐❣❤t✲❝✐r❝✉❧❛r✳

PC =
N+ −N−
N+ +N−

✭✼✳✸✺✮

N+ ❛♥❞N− ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ q✉❛♥t❛ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
PC = 1 ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ q✉❛♥t❛ ❛r❡ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳

▲✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ γ✲q✉❛♥t✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
q✉❛♥t❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜①❡❞ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
q✉❛♥t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐❝s✳

✼✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✼✳✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ β✲❞❡❝❛②s ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡❝❡❧✲
❡r❛t❡ ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
♣❤♦t♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✳

❛✮ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞✿ t❤❡♥ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡st ❛t t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆s t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞✳

❜✮ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ s✐♥❝❡
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❧❛r❣❡st
❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■t ❣♦❡s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❣♦❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ β✲s♣❡❝tr✉♠✳

❝✮ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✿ ❚❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳
❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ ❜✮ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■t
✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s ❛t
t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ❢♦r t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞
❜② 90❨✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳

❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s t❤❡ ❤❡❧✐❝✐t②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r β−✲♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❤❡❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✉r✐♥❣
❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❤❡❧✐❝✐t② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❜✉t str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t✉♠✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✼✳✼✳
❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥



✶✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦❢ 90❨✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❍❡❧✐❝✐t② tr❛♥s❢❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳



✼✳✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ P❆❘■❚❨ ❱■❖▲❆❚■❖◆ ❆❚ β ❉❊❈❆❨ ✶✸✶

❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ s❤❛r♣❧② ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❆t ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛
❢❡✇ ✶✵✵ ❦❡❱✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳
❆t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❜r❡♠s✲q✉❛♥t✉♠ ✐s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠✐♥❣ t♦ r❡st ❛♥❞ ✢✐♣♣✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❤❛♥❣❡s
❜② ❛ ✇❤♦❧❡ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝❛rr✐❡s ❛✇❛② t❤✐s ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳

❆♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ β✲♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❝❛s❡✮✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s
✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡
✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳

✼✳✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ✲q✉❛♥t❛

❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ γ q✉❛♥t❛ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣
❢r♦♠ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❡r♠ t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❈♦♠♣t♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s

dσ

dΩ
=
r20
2

· k
2

k20
· (Φ0 + f · PC · ΦC) ✭✼✳✸✻✮

r0 ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s✱ k0 t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ k t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞
♣❤♦t♦♥✱ PC t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ f t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✐r♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s❝❛tt❡r❡r✳ ❚❤✉s✱ f = 2/26 ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞
❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

Φ0 = 1 + cos2 θ + (k0 − k) · (1− cos θ) ✭✼✳✸✼✮

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣
t❤❡ s♣✐♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♠❛ ❢♦r♠✉❧❛✳

ΦC = −(1− cos θ) · [(k0 + k) · cos θ · cosψ + k · sin θ · sinψ · cosϕ] ✭✼✳✸✽✮

✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✳ ❲❤❡r❡ ψ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ k⃗0 ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ S⃗ ❛♥❞

ϕ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
(

k⃗0 · S⃗
)

♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡
(

k⃗0 · k⃗
)

♣❧❛♥❡✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ΦC ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s✐❣♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✢✐♣s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ ψ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥t♦ ψ+ π✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛② ♠❛❣♥❡t ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✭♣♦❧❡
r❡✈❡rs❛❧✮✳ ▲❡t N+ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t q✉❛♥t✉♠ (0 ≤ ψ < π/2)✱ N− t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t (π ≤ ψ < 3π/2)✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣✐♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐s

E =
N− −N+

N− +N+
= f · PC · Φ

−
C

Φ0
✭✼✳✸✾✮

❤❡r❡ Φ−
C ✐s ΦC ❢♦r (π ≤ ψ < 3π/2)✳ ❆♥ ❛s②♠♠❡tr② E ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r Φ−
C/Φ0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♠❛❞❡ ❧❛r❣❡ ❜②
❝❧❡✈❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✽ Φ−
C/Φ0 ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t γ ❡♥❡r❣✐❡s

✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ψ = 0✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
Φ−
C/Ψ0 ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ Φ−
C/Φ0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛t✐♦ Φ−
C/Φ0 ✈❡rs✉s t❤❡ ♣❤♦t♦♥

❡♥❡r❣② ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss ✭✺✶✶ ❦❡❱✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s✳

♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r t❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡ 90❙r✰ 90❨ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤✐s ✐s t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✶▼❡❱ ✭kγ = 2✮✳ ❆t t❤✐s ❡♥❡r❣② Φ−

C/Φ0 ✐s ❧❛r❣❡st ❢♦r ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭θ → 180◦✮
❛♥❞ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ θ = 60◦✳ ❇❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♦♣t✐♠✐③❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ Φ−

C/Φ0 ✐s ♦♥❧② s♠❛❧❧✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✭✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss❡s✮ ✐s

❞r❛✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ−
C/Φ0✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

t❤❡ ♠❡❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s 60◦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ−
C/Φ0 ✐s

Φ−
C/Φ0 = 0, 52± 0, 05 ❛t θ = 60◦ ✭✼✳✹✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② E ✐♥ ❊q✳ ✼✳✸✾ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❙✐♥❝❡ Φ−

C/Φ0 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ PC ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s E✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥✱ ❢♦r ♠♦st s❝❛tt❡r✐♥❣s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐r♦♥ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

✼✳✷✳✹ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✼✳✶✵ s❤♦✇s ❛ ❞r❛✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❊❧❡❝tr♦♥s
❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ 90❙r✰ 90❨ s♦✉r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ q✉❛♥t❛ ✐♥ ❛ P❜ ❧❛②❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✜rst s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐r♦♥ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤♦s❡ ❛①✐s ✐s ❛❧❧✐❣♥❡❞
✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ◆❛❏ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛
♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡ ✭P▼❚✮ ✈✐❛ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐❣❤t ❣✉✐❞❡ s♦ t❤❛t t❤❡ P▼❚ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❚❤✐s ❛✈♦✐❞s ❢❛❧s❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣♣♦s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s
♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts✳ ❆♥ ❛❜s♦r❜❡r ♠❛❞❡ ♦❢ ❧❡❛❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t♦ ♣r❡✈❡♥t
✉♥s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s
❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s 60◦✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❛st
❆❉❈ ✭❈❆❊◆ ❉✐❣✐t✐③❡r ❉❚✺✼✷✺✱ ✽① ✷✺✵ ▼❙P❙✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞
t♦ ❛ P❈ ✭▲✐♥✉①✮ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✜❧❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t
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t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts✳ ❊❛❝❤ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣②
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✳

■♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Φ−
C/Φ0 ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥

❛ss✉♠❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡✱ ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥
r❡❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❛ss✉♠❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡s✱ ❜✉t ❤❛s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡
r❛♥❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r Φ−

C/Φ0 ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣❛r✐t②
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ |E| > 0✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦❢ ♥♦ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✐t✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦✉♥t✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✼✳✶✮✳ ❖♥❧② ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
q✉❛♥t❛ ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡❢♦r❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶▼❡❱ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜rst✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ❛ 22◆❛ s♦✉r❝❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t❛ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ♠❡❛s✉r❡s ❞❛t❛ r✉♥s ✇✐t❤ s❤♦rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡s✱
❛❧✇❛②s ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✉♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥ts ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r✉♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦❣❡t❤❡r
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ E✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r r✉♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✸✵ s✳ ❆t ❧❡❛st ✸✵ r✉♥ ♣❛✐rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

❈❆❯❚■❖◆✿ ❇❡❢♦r❡ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡
❜❛♥❛♥❛ ♣❧✉❣s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✐❧ ❝✉rr❡♥t t♦ ③❡r♦✳

✼✳✷✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② E
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ P♦✐ss♦♥
st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥ts ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ σE ✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡r♦♦t ♦❢ t❤❡
s✉♠s ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❝♦✉♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣✉r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ♣❛✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ⟨E⟩ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡
♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜②
t❤❡ sq✉❛r❡r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳

✼✳✷✳✻ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
β✲❞❡❝❛②✿ ❬✶❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✷✼❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✹✵❪
P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ❬✹✶❪✱ ❬✹✷❪
❉❡t❡❝t♦rs✿ ❬✶✾❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✿ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪



✼✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ ❚❍❊ ❈❖▼P❚❖◆ ❊❋❋❊❈❚ ✶✸✺

✼✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ ❚❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t

✼✳✸✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❊♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ γ q✉❛♥t❛
❜② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳

✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ γ✲q✉❛♥t❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

✹✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡ ◆❛■✲❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ 137Cs s♦✉r❝❡✳

✼✳✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✿
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ■❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ ❤✐ts ❛ ✭♠♦st❧②✮ r❡st✐♥❣
t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡ ❜ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳

❛ ✰ ❜ → ❛ ✰ ❜ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣

❊①❛♠♣❧❡✿ γ ✰ ❡− → γ ✰ ❡− ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t
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■t ✐s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ■❢ ❛
♣❛rt✐❝❧❡✱ ❡✳❣✳ ❜✱ t❛❦❡s ✉♣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱

❛ ✰ ❜ → ❛ ✰ ❜∗ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣

❊①❛♠♣❧❡✿ ❞ ✰ ✶✷❈ → ❞ ✰ 12C∗

t❤❡♥ ♦♥❡ s♣❡❛❦s ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❞❡✉t❡r♦♥s✳
■t r❡❧❡❛s❡s ✐ts ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r γ q✉❛♥t❛✳

■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡
❛s ✐♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳

❛ ✰ ❜ → ❝ ✰❞ ✰ ✭❡✮ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❊①❛♠♣❧❡s✿ ❞ ✰ 12❈ → 13❈ ✰ ♣ ❑❡r♥r❡❛❦t✐♦♥

❞ ✰ 12❈ → 12❈ ✰ ♣ ✰ ♥ ❆✉❢❜r✉❝❤

❚❤✐s ❣r♦✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ♦r t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❧✐❣❤t❡r ♦♥❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ ❞❡✉t❡r♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ▼❡❱ ❡♥❡r❣② ❤✐ts ❛ 12❈✱ t❤❡♥ ❜❡s✐❞❡s ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡r❡
✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥ ❛tt❛❝❤❡s t♦ t❤❡ 12❈ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡r❡❜② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡ 13❈✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛❧♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ✉♣ s♦ t❤❛t t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱

π− + p → π0 + n ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

p+ p → p+ p+ π0 ♣✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ♣✐♦♥s s❝❛tt❡r ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✭❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✮✱ ❛s ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s ✭❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥s✮✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ♣r♦t♦♥s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② s❝❛tt❡r✱ ❛ ♣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥❧② t✇♦ ♣r♦t♦♥s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ ♣✐♦♥ ✐s ✉♥❝❤❛r❣❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥
❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ t❛s❦s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✼✳✸✳✸ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

■♥ ❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ σ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷✮✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❤✐ts t❤✐s s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t✳ ■❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✐❡s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✉r❢❛❝❡ F ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P1 ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P1 =
σ

F
✭✼✳✹✶✮

■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ n t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❛❝t ✐s

Pn = σ · n
F

✭✼✳✹✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈❡r② ♠❛♥② ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ■❢ Φ0 ✐s t❤❡ ✢✉① ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ✲ t❤❡ ❥❡t t❤❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s Φ0 ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ✲ t❤❡♥ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s Φ0F ✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❘ ♦❢ t♦t❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❡ ❡✈❡♥t t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

R = Pn · Φ0 · F ✭✼✳✹✸✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✼✳✹✷ ❛♥❞ ✼✳✹✸✳

σ =
R

n · Φ0
✭✼✳✹✹✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❛t❡ ❘ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
✢✉① Φ❘ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉① ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r

σ =
ΦR · F
Φ0 · n

=
ΦR

Φ0
· 1

n/F
. ✭✼✳✹✺✮

❍❡r❡ F ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛r❡❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✐t t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❜❡❛♠
✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡♥ F ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛✱ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡♥
F ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉①❡s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣② ✢✉①❡s✳ ■t t❤❡♥ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s
s✉❝❤ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s

σ =

❡♥❡r❣② ✭♣❛rt✐❝❧❡✮ ✢✉①✱
❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉① ❞❡❝r❡❛s❡s
✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ✭♣❛rt✐❝❧❡✮ ✢✉①
⊗ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛

✭✼✳✹✻✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢
❜❛r♥✳ ❆ ❜❛r♥ ✐s 10−28m2✳

▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ✐t ❤❛s t❛❦❡♥
♣❧❛❝❡ ❛t ❛❧❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦
❊q✳ ✼✳✹✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

σ =

❡♥❡r❣② ✭♣❛rt✐❝❧❡✮ ✢✉① ♣❡r s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❞Ω
❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ✭♣❛rt✐❝❧❡✮
✢✉① ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♣r♦❞✉❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞Ω
✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ✭♣❛rt✐❝❧❡✮ ✢✉①
⊗ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛

✭✼✳✹✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜✉t ❛❧s♦
♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ϑ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✶✸✮✳ ■❢ ✐t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st❧②
❝♦rr❡❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞σ✴❞Ω ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡ φ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

σ =

∫ 2π

0
dφ ·

∫ π

0

dσ(ϑ)

dΩ
· sinϑ · dϑ = 2π ·

∫ π

0

dσ(ϑ)

dΩ
· d(cosϑ) ✭✼✳✹✽✮

■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
q✉❛♥t✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❣❧❡ ∆Ω ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ∆Ω t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥❡ ♠✉st ♠❛❦❡ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♣❡rt✉r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳

✼✳✸✳✹ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ❛ ❈❡❇r3 s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✶ ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❛ r♦t❛t❛❜❧❡
❤♦✉s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❛st ❆❉❈ ✭❈❆❊◆ ❉✐❣✐t✐③❡r ❉❚✺✼✷✺✱ ✽① ✷✺✵ ▼❙P❙✮✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ P❈ ✭▲✐♥✉①✮ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✜❧❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡
❤❡✐❣❤t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥
❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✳

❆❢t❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡t✉♣✱ t❤❡ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ γ q✉❛♥t❛
♦❢ ❛ 137❈s s♦✉r❝❡ ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❆❧✲❚❛r❣t ❢♦r t❛s❦ ✶✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
✐s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ∆Ω ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ϑ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r♦t❛t❡❞
♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✜①❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ϑ ✐♥ 5◦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ r❛t❡ R(∆Ω, ϑ) ♦❢ q✉❛♥t❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ t✇♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥✿ ✐✮ t❤❡ r❛t❡ RT (∆Ω, ϑ) ✇✐t❤ t❤❡ ❆❧ t❛r❣❡t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✐✐✮

✶❚❤✐s ♥❡✇ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❝r②st❛❧ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ◆❛❏ ❝r②st❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s❝✐♥t✐❧✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆❛❏✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r②st❛❧ ❤❛s ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✲❢♦❧❞
s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ t✐♠✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts



✼✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ ❚❍❊ ❈❖▼P❚❖◆ ❊❋❋❊❈❚ ✶✸✾

t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t❡ RB(∆Ω, ϑ) ✇✐t❤♦✉t ❆❧ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❧ t❛r❣❡t ✐s
RAl(∆Ω, ϑ) = RT (∆Ω, ϑ) − RB(∆Ω, ϑ)✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✢✉① ♦❢ 137❈s q✉❛♥t❛ Φ0 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t n ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ ❊q✳ ✼✳✹✼

dσ

dΩ
=
R(∆Ω)

∆Ω
· 1

Φ0 · n
· 1
ε

✭✼✳✹✾✮

❍❡r❡ ❊q✳ ✼✳✹✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② ε ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡
❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛✳ ■t
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❛t❡ ♦❢ q✉❛♥t❛ ✐s ♥♦t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t❡ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t❛
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❧❡❛✈❡ ✐t ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ q✉❛♥t❛ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ q✉❛♥t❛✱ ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥
❝r②st❛❧✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✇❤♦s❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♣❡❛❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r γ q✉❛♥t❛✳

❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ∆Ω ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❞❛t❛♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❧ t❛r❣❡t✿

n =
NA

A
· Z · ρ · π ·

(

d

2

)2

· l ✭✼✳✺✵✮

✇✐t❤ t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t NA✱ ❛t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤t A✱ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z✱ ❞❡♥s✐t② ρ✱ ❞✐❛♠❡t❡r d ❛♥❞
❧❡♥❣t❤ l✳

❋♦r ❚❛s❦ ✸✱ ❊q✳ ✸✳✷✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② E′ ♦❢ ❛ γ q✉❛♥t✉♠ ❛❢t❡r ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s E✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✱

1

E′ =
1

E
+

1

m0c2
· (1− cosϑ) ✭✼✳✺✶✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② E′ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s ✭✶ ✲ ❝♦sϑ✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳
❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭m0c

2✮ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡✳ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② E′ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❤♦t♦♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❛t ✈❛r✐♦✉s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡
❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❤♦t♦❧✐♥❡s ♦❢ 22◆❛✱ 57❈♦✱ 60❈♦✱ ❛♥❞ 137❈s✳

❋♦r t❛s❦ ✹✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✻ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✹✾ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❛t r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ t❤❡ γ✲❡♥❡r❣② ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ tr✉❡

(

dσ

dΩ

)

a

= Z ·
(

dσ

dΩ

)

e

✭✼✳✺✷✮

✇❤❡r❡ a ❛♥❞ e st❛♥❞ ❢♦r ❛t♦♠ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤ ❊q✳ ✼✳✹✾ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✺✵ ✐t ❜❡❝♦♠❡s

(

dσ

dΩ

)

e

= C ·R A

ρ · Z ✭✼✳✺✸✮

❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t❛ ❢♦r t❛r❣❡ts ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s
❜✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛t ❛ ✜①❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✼✳✺✸ ❤♦❧❞✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
R · A/ρ✱ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❜✉t ♠♦r❡
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s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ♣❧♦t ♦❢ (R ·A)/(ρ ·Z) ♦✈❡r Z✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳

✼✳✸✳✺ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✿ ❬✶❪✱ ❬✷✻❪
❉❡t❡❝t♦rs✿ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✿ ❬✶✽❪✱ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪

✼✳✸✳✻ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❼ ❚❤❡ ✢✉① ♦❢ γ✲q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ t❤❡ 137❈s s♦✉r❝❡ ✭t1/2 = 30, 0 ❛✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✶✾✼✶✳
■t ✇❛s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t Φ0 = (1.54± 0.09) · 106 cm−2s−1✳

❼ ●❡♦♠❡tr②✿
❉✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲t❛r❣❡t✿ ✷✸✱✾ ❝♠
❉✐st❛♥❝❡ t❛r❣❡t✲❝r②st❛❧✿ ✷✶✱✺ ❝♠
❉✐❛♠❡t❡r ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✿ ✷✱✺✹ ❝♠
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✼✳✸✳✻✳✶ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♥❛

ϑ ✶ ✲ ❝♦sϑ ❞σ✴❞Ω∗✶✵✷✺ ❝♠✲✷

✵ ✵ ✵✱✼✾✺✷✸✾

✺ ✵✱✵✵✹ ✵✱✼✽✹✺✵✾

✶✵ ✵✱✵✶✺ ✵✱✼✺✸✺✼✻

✶✺ ✵✱✵✸✹ ✵✱✼✵✺✾✷✷

✷✵ ✵✱✵✻✵ ✵✱✻✹✻✹✼✵

✷✺ ✵✱✵✾✹ ✵✱✺✽✵✺✾✷

✸✵ ✵✱✶✸✹ ✵✱✺✶✸✷✹✸

✸✺ ✵✱✶✽✶ ✵✱✹✹✽✸✽✶

✹✵ ✵✱✷✸✹ ✵✱✸✽✽✼✹✷

✹✺ ✵✱✷✾✸ ✵✱✸✸✺✽✽✺

✺✵ ✵✱✸✺✼ ✵✱✷✾✵✹✶✺

✺✺ ✵✱✹✷✻ ✵✱✷✺✺✷✹✷

✻✵ ✵✱✺ ✵✱✷✷✵✽✹✺

✻✺ ✵✱✺✼✼ ✵✱✶✾✺✹✻✸

✼✵ ✵✱✻✺✽ ✵✱✶✼✺✷✼✼

✼✺ ✵✱✼✹✶ ✵✱✶✺✾✹✹✹

✽✵ ✵✱✽✷✻ ✵✱✶✹✼✷✵✽

✽✺ ✵✱✾✶✸ ✵✱✶✸✼✽✾✸

✾✵ ✶ ✵✱✶✸✵✾✷✹

✾✺ ✶✱✵✽✼ ✵✱✶✷✺✽✶✼

✶✵✵ ✶✱✶✼✹ ✵✱✶✷✷✶✼✸

✶✵✺ ✶✱✷✺✾ ✵✱✶✶✾✾✻✻

✶✶✵ ✶✱✸✹✷ ✵✱✶✶✽✵✸✸

✶✶✺ ✶✱✹✸✷ ✵✱✶✶✼✵✻✷

✶✷✵ ✶✱✺ ✵✱✶✶✻✺✽✸

✶✷✺ ✶✱✺✼✹ ✵✱✶✶✻✹✻✸

✶✸✵ ✶✱✻✹✸ ✵✱✶✶✻✺✾✺

✶✸✺ ✶✱✼✵✼ ✵✱✶✶✻✽✾✸

✶✹✵ ✶✱✼✻✻ ✵✱✶✶✼✷✾✶

✶✹✺ ✶✱✽✶✾ ✵✱✶✶✼✼✸✼

✶✺✵ ✶✱✽✻✻ ✵✱✶✶✽✶✾✵

✶✺✺ ✶✱✾✵✻ ✵✱✶✶✽✻✶✾

✶✻✵ ✶✱✾✹✵ ✵✱✶✶✽✾✾✽

✶✻✺ ✶✱✾✻✻ ✵✱✶✶✾✸✶✵

✶✼✵ ✶✱✾✽✺ ✵✱✶✶✾✺✹✷

✶✼✺ ✶✱✾✾✻ ✵✱✶✶✾✻✽✺
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✼✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠

✼✳✹✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ 22◆❛ ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t❤r❡s❤♦❧❞
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✼✳✸✮✳

✷✳ ❚✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✼✳✺✮✳

✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥ ♣❧❡①✐❣❧❛ss✳

✹✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r s❤♦✇s ❛ ❝❧♦s❡✲✉♣ ✉❢ t❤❡
t✇♦ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳

✼✳✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✹✳✷✳✶ P❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥

❆ ♣♦s✐tr♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ γ q✉❛♥t❛ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✸✮✳
❙✐♥❣❧❡✲q✉❛♥t✉♠ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧✲
❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r t♦ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
❢♦r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ q✉❛♥t❛ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ t✇♦✲q✉❛♥t❛ ❞❡❝❛②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥
❛r❡ ❛t r❡st✱ t❤❡ q✉❛♥t❛✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss ✭✺✶✶ ❦❡❱✴❝2✮✱ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞
✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤r❡❡✲q✉❛♥t❛ ❞❡❝❛②✱ ❛❧❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❛② ❡♥❡r❣✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛♥t❛ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♦♥❡
q✉❛♥t✉♠ ✐♥ ♠❛tt❡r ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥t♦ t✇♦✱ s♦ ✐t ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s♣✐♥ S = 1/2✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥
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t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①✐st ✭✇✐t❤♦✉t ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✮ ✐♥ t✇♦ st❛t❡s ✇✐t❤ t♦t❛❧ s♣✐♥ I = 0 ❛♥❞
I = 1✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s
s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡t st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr✐♣❧❡t st❛t❡✳

■❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ ❛t r❡st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ♦r ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱
t❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❤❛s ③❡r♦ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s s♦❧❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡
t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ③❡r♦
♠✉st ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
♦❢ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr✐♣❧❡t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❤❛s t❤❡ s♣✐♥ I = 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧
♦r ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡❧② ❡♠✐tt❡❞ q✉❛♥t❛ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❛rr②
❛ t♦t❛❧ s♣✐♥ ♦❢ ③❡r♦ ♦r t✇♦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ❝❛♥ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ t✇♦ q✉❛♥t❛✱
❜✉t ♥♦t t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ tr✐♣❧❡t ❞❡❝❛② ✐s
❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❞❡❝❛② ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✉♠ ❞❡❝❛② ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠
❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳

σ2γ = π · r20 ·
c

v
✭✼✳✺✹✮

r0 ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s r0 = e2/m0c
2✱ c t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ v t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②

♦❢ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ t②♣✐❝❛❧ 1/v ❧❛✇ ♦❢ s❧♦✇ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♦ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧②
✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② v ≪ c✳
❚❤✉s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

λ2γ = σ2γ · v ·N ✭✼✳✺✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② N ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝❛② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ N = ϱ ·Z/A✱
✐t ✐s

λ2γ = π · r20 · c ·
ρ · Z
A

=
1

τ2γ
✭✼✳✺✻✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r P❧❡①✐❣❧❛s ❤❡r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τ2γ ✐s 4 · 10−10 s✳ ❚❤✐s ✐s
♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡❝t✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✺✹ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r
✭♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ s♠❛❧❧❡r✮ t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ 107 ♣❡r s✳ ■t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❢r❡❡ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t②✳

■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✺✹ ✐t ✇❛s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s♣✐♥ st❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ❢♦✉r s♣✐♥ st❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❞❡❝❛② ✐♥t♦
t✇♦ q✉❛♥t❛✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ 1σ2γ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡

1σ2γ = 4 · σ2γ 1λ2γ = 4 · λ2γ 1τ2γ =
1

4
· τ2γ ✭✼✳✺✼✮

❋r♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr✐♣❧❡t ❞❡❝❛② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
s✐♥❣❧❡t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t α ✭ α = e2/ℏc ≈
1/137 ✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② α✱ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥
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3σ3γ =
α

8
· 1σ2γ ✭✼✳✺✽✮

❚❤✉s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡❝❛② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

σ3γ
σ2γ

=
3/4 · 3σ3γ
1/4 · 1σ2γ

=
3

8
α =

1

372
✭✼✳✺✾✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr✐♣❧❡t ❞❡❝❛② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r s✐♥❣❧❡t ❞❡❝❛②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t✱ ❛s
❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♣❛✐r ❤❛s ❢r❡❡❧② ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❤❛s ❢♦r♠❡❞✳

✼✳✹✳✷✳✷ P♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❋r❡❡ ❞❡❝❛② ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ✇❛② ❢♦r ❛ ❧❡♣t♦♥ ♣❛✐r t♦ ✐♥t❡r❛❝t✳ ❆ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡✱
t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❢♦r♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
st❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✭❛❧♠♦st✮ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐s
t❤❡♥ ✻✳✽ ❡❱✱ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❤❛❧❢ t❤❛t ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✳

❆s ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♣✐♥ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t
st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦rt❤♦✲
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❞❡❝❛②✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ✼✳✺✹✳ ■♥ ❊q✳ ✼✳✺✺✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s ✐s ✐♥s❡rt❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ◆ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡
❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✳

|Ψ(0)|2 = 1

π

(

1

2 · n · a0

)3

✭✼✳✻✵✮

❍❡r❡ a0 ✐s t❤❡ ✜rst ❇♦❤r r❛❞✐✉s ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ✐s t❤❡♥

1τ2γ = 2 · r0
c · α6

· n3 ✭✼✳✻✶✮

■♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ t❤✐s ✐s 1.25 · 10−10 s✱ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ❢♦r ❢r❡❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✼✳✺✽ ❛♥❞
❊q✳ ✼✳✻✶ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1.4 · 10−7 s✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ❛t♦♠✐❝ st❛t❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❞❡❝❛②s ❢r♦♠ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧✐✈❡s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝❛②✐♥❣✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❞❡❝❛② ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡❛s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞
❜② ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❥✉st ❛s ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
1/v ❧❛✇✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ t♦♦ ❢❛st t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❢❛st✱ ✐t t❛❦❡s ❛❜♦✉t 10−12 s ✐♥ s♦❧✐❞s✳ ❆❢t❡r t❤✐s
t✐♠❡✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❤❛s ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❱ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ t❛❦❡
♣❧❛❝❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❡❛s❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s Ekin = V − 6.8 ❡❱✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❛♥❞ ✻✳✽ ❡❱ ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣
✐ts ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s Emax = Ea✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❛t♦♠ ✭♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳ ❚❤✉s✿

∆E = Emax − Emin = Ea − (V − 6, 8 eV) ✭✼✳✻✷✮
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✼✳✹✳✷✳✸ P♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✇♦✲ ♦r t❤r❡❡✲q✉❛♥t✉♠
❞❡❝❛②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❢r❡❡ ❞❡❝❛②✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❞❡❝❛②s✱ t❤❛t ✐s✱ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ γ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r t❤❡ ❢r❡❡
❞❡❝❛②✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✼✳✺✾✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s

σ3γ
σ2γ

=
3/4

1/4
= 3 ✭✼✳✻✸✮

❚❤❡ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❤❛s t❤r❡❡ s♣✐♥ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥
t❤❛♥ t❤❡ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❞❡❝❛②s r❡❣✐st❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❛♥t✉♠ ❞❡❝❛② ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❛s ♦❢t❡♥ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
❊q✳ ✼✳✻✸✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❢r❡❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❝❛♥
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥t♦ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❛s❡s✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞✳ ❖♥❡ ✜♥❞s ✐♥ ❣❛s❡s ❛ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 10−7 s
❛♥❞ ❛ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ 10−10 s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲
❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ♦♥❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✺✻✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲
❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✇❤♦s❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✼✳✺✽ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✻✶✳

✼✳✹✳✷✳✹ P♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥ s♦❧✐❞s

❙♦♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥ ❣❛s❡s✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ s♦♠❡
s♦❧✐❞s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉❜st❛♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡
❜❡t✇❡❡♥ ✷✲✹ ♥s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣♦❧②♠❡rs✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵✲✸✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s ✭♦rt❤♦✲
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✮✳ ❚✇♦ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✜rst✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
✻✵✲✽✵✪✱ ❤❛s ❛ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ♥s ❛♥❞ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❢r❡❡ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡❛❦❡st
✭✶✵✪✮✱ ❤❛s ❛♥ ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t
✐s ♥♦✇ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✶✷ ♥s✳

❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❣❛s❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡❝❛②s
♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✐♥ s♦❧✐❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t t✇♦ q✉❛♥t❛ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤r❡❡
q✉❛♥t❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❞❡str♦② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢♦r♠❡❞
♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ♦r ❝♦♥✈❡rt ✐t t♦ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ t❤❡r❡❜② s❤♦rt❡♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✈✐❛ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✐❝❦✲♦✛ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥✲
t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ✇✐t❤ ✐♥♥❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✱ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ✐s ♣r❡s❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t✇♦✲q✉❛♥t✉♠ ❞❡❝❛② ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡✳ ❚❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ q✉❛♥t❛ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺✶✶▼❡❱✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t✲
t❡r✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❦❡
♣❧❛❝❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡str♦②s ♠♦r❡
♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ t❤❛♥ ✐t ❝r❡❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r



✶✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛rt♥❡r ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳ ❚❤✉s✱
✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣✐❝❦✲♦✛ ♣r♦❝❡ss❡s✱ γ q✉❛♥t❛ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✺✶✶ ❦❡❱ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡ s❤♦rt❡♥❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

1

τOrtho
=

1

τ0
+

1

τP
+

1

τK
✭✼✳✻✹✮

τ0 ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s 1/τP ❛♥❞ 1/τK ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝❦✲♦✛ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ τOrtho ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛s t♦ ❜❡ t❡st❡❞
❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✳

✼✳✹✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ❡✈❡♥ts ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛② ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ♦r ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳ ■♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉❜st❛♥❝❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❛❜♦✈❡✱ ✭❛❧♠♦st✮ ♥♦ t❤r❡❡✲q✉❛♥t✉♠ ❞❡❝❛② ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s✱
❡✐t❤❡r q✉❛♥t❛ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺✶✶▼❡❱✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡s✱
♦r t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ✉♣ t♦ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝❦✲♦✛
♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ β+✲❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❛❧s♦ ❛ γ✲q✉❛♥t✉♠ ✐s ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r 22◆❛✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ β+ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❣♦❡s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s
22◆❡✱ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t 10−13 s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛ γ+

q✉❛♥t✉♠ ♦❢ ✶✳✷✼✻▼❡❱ ✐s ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✉♠ ♠❛r❦s t❤❡ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✱ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s❤♦rt✱ ♥❛♠❡❧②
❛♣♣r♦①✳ 10−12 s✳

✼✳✹✳✹ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✺✮
♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ♦r ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✳ 22◆❛ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ st❛rt s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❚P❈ ✭t✐♠❡ t♦ ♣✉❧s❤❡✐❣❤t ❝♦♥✈❡rt❡r✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✳✷✼✻▼❡❱
γ q✉❛♥t✉♠ ♦❢ 22◆❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✸✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲
t♦r✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✺✶✶▼❡❱
❛s t❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❛♥❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ st♦♣s ✇✐t❤ tr✐❣❣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r
r❛t❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s t❤❛♥ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡
t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡t ♦✉t ♦❢ ❤❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝✉t ♦✛ ✐♥ t❤❡ st♦♣ ❜r❛♥❝❤✳

❋❛st ♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ ♣❤♦t♦✲♠✉❧t✐♣✐❡r t✉❜❡s ✭P▼❚✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤
❞❡t❡❝t t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✈✐❛ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✹✳✷✮✳

❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ ❡✳❣✳ ❛ 60❈♦ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❡♠✐ts t✇♦ γ q✉❛♥t❛ ❛t ✶✳✶✼✸▼❡❱ ❛♥❞ ✶✳✸✸✷▼❡❱✱ ❜♦t❤ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❡t st❛rt t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❚P❈
t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡✱ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡①❛❝t❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡ st♦♣ ❜r❛♥❝❤✱ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣
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s✐❣♥❛❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡✳

■❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ ❜✉t s♦ t❤❛t t❤❡ st❛rt ❛♥❞ st♦♣ q✉❛♥t❛ ✢②
❛♣❛rt ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✽✵➦✱ t❤❡ 22◆❛ s♦✉r❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② 60❈♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ 22◆❛✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❧② t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ st❛rt s✐❣♥❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr✐❣❣❡r ♦♥ ❛s ♠❛♥② ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❣❛♠♠❛✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ❥✉st t♦ ❝✉t t❤❡ ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❡✈❡♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡ ❜✉✐❧❞s ✉♣ ✲ ❛❧♠♦st ✲ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❝❛② r❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡
t✇♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❣❛♠♠❛s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✭❛❧♠♦st✮ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛s ❢r♦♠ t❤❡ 60❈♦ s♦✉r❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❧s♦ ❡①✐st✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ❞❡❧❛②❡❞
❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❞♦ ♥♦t ♠❛tt❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♣r♦♠♣t ❣❛♠♠❛s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❚P❈ ♦♥❧② ✇♦r❦s ♣r♦♣❡r❧② ✐❢ t❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡s ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝✲
♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ st❛rt s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❧❛② ✭❛❜♦✉t ✷ ♥s✮ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜♦① ✇✐t❤ ❛❧❧ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❈✱ t❤❡ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❧✐❣❤t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t❛ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ st♦♣✲s✐❣♥❛❧
✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ r❛✐❧✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ P▼❚ ♠♦✉♥ts ❛r❡ ✜①❡❞✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s x ✭✵
✳✳✳ ✻✵ ❝♠✮ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✲❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ∆t(x) ✐s r❡❝♦r❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐s ❜❡st ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r❡❞ st❛rt t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r t✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❡ ∆t(x) ♦✈❡r x t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t❛✳

❋♦r ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✿

✶✳ ❘❡❝♦r❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛rt ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚♦
❞♦ t❤✐s✱ ♣❧✉❣ t❤❡ ❆❉❈ ❝❛❜❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✉♥✐♣♦❧❛r ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞
s❡t t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❈❋✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡✳ ❉✐s❝✉ss t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳

✷✳ ❲❤✐❧❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✭s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❣❛♠♠❛ ❡♥❡r❣✐❡s✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♥♦✇ s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✺✶✶ ❦❡❱ ❣❛♠♠❛s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝✉t ♦✛✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ✶✱✷✼✻ ❦❡❱ ❣❛♠♠❛s
tr✐❣❣❡r ❛ st❛rt s✐❣♥❛❧✳

✸✳ ❚❤❡ ❆❉❈ ❝❛❜❧❡ ✐s ♥♦✇ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❚P❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✳ ✶ ❤✮✳

✹✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ t❤❡ st❛rt t❤r❡s❤♦❧❞
✐s t❤❡♥ ❧♦✇❡r❡❞ ❛❣❛✐♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r tr✐❣❣❡rs ♦♥ ❛s ♠❛♥② ✺✶✶ ❦❡❱ ❣❛♠♠❛s ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ st✐❧❧ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚✐♣✿ ✐❢ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡❛❦s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ tr✐❣❣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦♦ ❧♦✇✳

✺✳ ❋♦r t✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t✐♠❡ s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②
❜♦①✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✸✷ ♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✹ ♥s✳ ❆t ✹ ♥s✱
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✐♠❡ ♣❡❛❦s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❝♦r❞ ❛❧❧ ♣❡❛❦s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛t ✵ ♥s ❞❡❧❛②✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s
❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✻✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡❛❦s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t
❞❡t❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭✵ ✕ ✻✵ ❝♠✮ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✵ ♥s ❞❡❧❛②✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♣❡❛❦s ✇♦✉❧❞ ♦✈❡r❧❛♣ t♦♦ ♠✉❝❤✳
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✼✳✹✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❞❡❝❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❢❛st ❞❡❝❛②s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ s♦ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

N(t) = A · e−
t
τ1 +B · e−

t
τ2 + C ✭✼✳✻✺✮

C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❡❞❡st❛❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠✲
♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❘❛♥❞♦♠ ♠❡❛♥s✱ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛t ❛♥②
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❡❞❡st❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❞❡❝❛②❡❞✳ ■❢✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ t❤✐s ✐s ♠♦st ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ✈❡rs✉s t✐♠❡✳ ❆t s✉❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❞❡❝❛②❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛♥②t❤✐♥❣
t♦ t❤❡ s✉♠✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇❤♦s❡ s❧♦♣❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲✐t❤ ♠♦❞❡r♥ ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs A✱ B✱ C✱ τ1✱ ❛♥❞ τ2
♦❢ ❊q✳ ✼✳✻✺ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❧✐❜r❛r✐❡s ✐♥ P❨❚❍❖◆✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s A ❛♥❞ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❝✉r✈❡s ❛t t = 0 ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡❧❛②❡❞ ♣r♦♠♣t ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠✮✳
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ τ1A/τ2B ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r
t✐♠❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❆s t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ∆t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣❡❛❦s
♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ s♣❡❝tr❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✼✳✹✳✻ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
P♦s✐tr♦♥s✱ P♦s✐tr♦♥✐✉♠✿ ❬✶❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✷✺❪
❊❧❡❦tr♦♥✐❝s✿ ❬✶✽❪✱ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪
❉❡t❡❝t♦rs✿ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪
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✼✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ ◆❡✉tr♦♥ ❉✐✛✉s✐♦♥

✼✳✺✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ✇❛t❡r✳

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s ❧❡♥❣t❤ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ✇❛t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ ✇❛t❡r t❛♥❦ ✇✐t❤
t❤❡ s✉❜♠❡r❣❡❞ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ s❡❡♥✳

✼✳✺✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✺✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✢✉①

❆ ♥❡✉tr♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② n(r⃗, Ω⃗, E)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ r⃗✱ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❊ ❛♥❞
✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Ω⃗✳ ❚❤❡♥ n(r⃗, Ω⃗, E)dV dΩdE ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞V ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ E+dE ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❞Ω ❛r♦✉♥❞ Ω⃗✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t Ω⃗✳

n(r⃗, Ω⃗) · dV · dΩ =

∫

E
n(r⃗, Ω⃗, E) · dE · dV · dΩ ✭✼✳✻✻✮

n(r⃗, Ω⃗) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧
♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

n(r⃗) · dV =

∫

Ω
n(r⃗, Ω⃗) · dV · dΩ =

∫

E

∫

Ω
n(r⃗, Ω⃗, E) · dE · dV · dΩ ✭✼✳✻✼✮
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❍❡r❡ n(r⃗) ✐s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt✱ ✐s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✢✉① Φ(r⃗)

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Φ(r⃗) =

∫

E

∫

Ω
n(r⃗, Ω⃗, E) · v(E) · dE · dΩ ✭✼✳✻✽✮

v(E) ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
Ω⃗ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t t✐♠❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ E + dE ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✢✐❣❤t ❛r❡ ❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✉t ❞Ω✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ v̄ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

v̄ =

∫

E

∫

Ω n(r⃗, Ω⃗, E) · v(E) · dE · dΩ
∫

E

∫

Ω n(r⃗, Ω⃗, E) · dE · dΩ
✭✼✳✻✾✮

❲✐t❤ t❤✐s✱ ❊q✳ ✼✳✻✼ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✻✽ t❤❡ ✢✉① ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Φ(r) = n(r) · v̄ ✭✼✳✼✵✮

■t ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ♣❡r ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣❡r t✐♠❡✳ ❋♦r ♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
✢✐❣❤t✱ ❛ ❜❡❛♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥✐t ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t t✐♠❡✳ ❋♦r
✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❛♥❞ ♥❡❛r❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✮ ♥❡✉tr♦♥ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❛r❡❛
♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ Φ✴✷✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r
❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❬✸✸❪✳

✼✳✺✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r ❤❛s ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ γ✲q✉❛♥t❛✳ ❆s
✉♥❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ❜✉t ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ❛r❡✿

❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✿ ❍❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❛t r❡st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
✭❊q✳ ✸✳✶✻✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡st ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳

❆❜s♦r♣t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐ts γ q✉❛♥t❛ ♦r ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✽ ❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✶✾✳ ❆❧s♦ ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡st ❛t s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❚❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✿ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡
♥❡✉tr♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦s❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ γ q✉❛♥t❛ ✭❊q✳ ✸✳✷✸✱ ❊q✳ ✸✳✹✸✮✳ ■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✱ t❤❡ ✢✉① ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

Φ(r) =
Q0

4π · r2 · exp(−Σt · r) ✭✼✳✼✶✮

❲❤❡r❡ Q0 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡ 1/r2 ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣
♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ❛r❡❛
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❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠✐tt❡❞ ❜② ✐t✳ ■♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✇✐❧❧ tr❛✈❡❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② Σt ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱

Σt = Σel +Σa = N · σt = N · (σel + σa) ✭✼✳✼✷✮

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s σ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②

λ =
1

Σt
✭✼✳✼✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡
♥❡✉tr♦♥s tr❛✈❡❧ ✐♥ ♠❛tt❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♦r ❛❜s♦r❜❡❞✳

❚❤❡ ✢✉① ✐♥ ❊q✳ ✼✳✼✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ♠❛❞❡ ❛
r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛r② ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ ✢✉① ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦st ❡♥❡r❣②
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❆ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜✉t ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s♣❡❝tr✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✼✳✺✳✷✳✸ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs✱ t❤❡②
❣✐✈❡ ♦✛ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
t❤❡ ❡①❝❡ss ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥
t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡② ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
t❤❡♥ ♦❜❡② t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ■❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ♠♦r❡
❝❧♦s❡❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t q✉✐t❡ tr✉❡✱ s✐♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❧♦st ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
♦t❤❡rs ❧❡❛✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

vT =

√

2 · k · T
m

✭✼✳✼✹✮

✇❤❡r❡ ♠ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✱ k ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ✐s

E =
1

2
·m · v2T = k · T ✭✼✳✼✺✮

❆t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T❂✷✼✸❑✮ ✐t ✐s ✵✱✵✷✺ ❡❱✳

✼✳✺✳✷✳✹ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤❡♦r② ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡♥s✐t② n(r⃗, Ω⃗, E) ✐s
s♦✉❣❤t✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✢✉①✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s
s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦r ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥❡✉tr♦♥s s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✳ ■t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡



✶✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤❛s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛❧❧ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳

■♥ t❤✐s st❡❛❞② st❛t❡ t❤❡♦r②✱ ✐✳❡✳ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s♦✉❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❧② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ Σa ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ Σs✱ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡r② ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s
♦♥❧② s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐✳❡✳ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭Σa ≪ Σs✮✱ t❤❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

D · ∇2Φ(r)− ΣaΦ(r) + S(r) = 0 ✭✼✳✼✻✮

❚❤❡r❡❜②

D =
1

3 · Σs
✭✼✳✼✼✮

t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ S(r) t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s
❡♠✐tt❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ r ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ L

L =

√

D

Σa
✭✼✳✼✽✮

t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

∇2Φ(r)− 1

L2
Φ(r) +

S(r)

D
= 0 ✭✼✳✼✾✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡
❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s
❡①❛❝t❧② ♦♥❧② t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❢♦r ✜♥✐t❡ ♠❡❞✐❛ ✐♥ s✉❝❤ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡
t❤❛♥ t✇♦ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

Φ(r) = A · e
−r/L

r
✭✼✳✽✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ str❡♥❣t❤ Q✱ ♠✉st ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡

Q =

∫

V
ΣaΦ(r) · dV = 4π ·A · ΣaL

2 ✭✼✳✽✶✮

✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t A ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ❤❛s

Φ(r) =
Q

4π ·D · e
−r/L

r
✭✼✳✽✷✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❊q✳ ✼✳✼✶✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s✱ ✐s t❤❡ ❞❡❝❛②
✇✐t❤ 1/r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ❞❡❝❛②s ♠♦r❡
s❧♦✇❧② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❢❛st ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ L ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❊q✳ ✼✳✼✽ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤❛s



✼✳✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭❇✮✿ ◆❊❯❚❘❖◆ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ✶✺✸

❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ r̄ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❤❡r❡
❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✳

r̄ =

∫∞
0 r · ΣaΦ(r) · 4π · r2 · dr
∫∞
0 ΣaΦ(r) · 4π · r2 · dr = 2L ✭✼✳✽✸✮

❚❤✐s ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② tr❛✈❡❧s
❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❧♦♥❣❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ♠♦t✐♦♥✳

✼✳✺✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✼✳✺✳✸✳✶ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❊q✳ ✼✳✼✶✳ ❖♥❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
✢✉① ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♥❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡s
✐t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

ln
[

r2 · Φ(r)
]

= − r

λ
+ konst. ✭✼✳✽✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✼✶✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♥❡✉tr♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿

✶✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♥❡✉tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♦♥❡s✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r❡✱ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣②✳
❲❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦t♦♥ r❡❝♦✐❧ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞✱ ♦♥❡
❤❛s s♠❛❧❧ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡❧②✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ❛t ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳

■♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥ ❆♠✲❇❡ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 10❇ r❡❛❝t✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ s❧♦✇ ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢✉① ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❤❛♣❡ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✼✳✽✹✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t ✐s ❛t ✜rst s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r ✉♥❞❡r
t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❜❡②s t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st ♣r✐♠❛r② ♥❡✉tr♦♥s✳ ❆ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤✐s✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s
❛r❡ ♠❛✐♥❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧②
✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♣❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s
❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ s♦♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧
♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❛s
t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡ ❢❛r ❛✇❛② ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✽✵ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ✇❛t❡r t♦ ♠♦✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ ❝♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✐t❡ ♦❢
t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥❧② t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ✢✉① t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ✇❛t❡r✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✽✵ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❛s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
✢✉① ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇❡❧❧✳ ■t ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠✳

✼✳✺✳✸✳✷ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❈❞✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✼✳✽✷✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❛❦❡ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡
♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✢✉① ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ♣❧♦t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤

ln [r · Φ(r)] = − r

L
+ konst. ✭✼✳✽✺✮

❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ L ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t
s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❛t ❛❧❧
❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✐s ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ t❤❡r♠❛❧ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr✐❝❦✱ t❤❡ ❈❞✲❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✢✉① Φ0(r) ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡
✐s s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ❦❡❱✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♥❡✉tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞✱ ❜✉t
♦♥❧② t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦st s♦♠❡ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡✳ ◆♦ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ◆♦✇ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠ ❛ ❢❡✇ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞
✶♠♠ t❤✐❝❦ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❈❞ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ str♦♥❣❧② ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞
s❧♦✇ ♥❡✉tr♦♥s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❡❱✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✼✳✶✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s ✐s ❛❜♦✉t
2.5 · 103 ❜❛r♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡✉tr♦♥s t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ ❛ ❈❞ ❧❛②❡r ♦❢ ✶♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s
10−6✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✳ ■❢ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ✢✉① Φm(r) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❞✱ t❤❡♥
❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s✬ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❇✉t t❤❡ ♦♥❡s
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✵✳✺ ❡❱✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞
❡♣✐t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛♥②♠♦r❡✮ ❛r❡ ♥♦✇ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✢✉① ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❈❞ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ❛ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥❡✉tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡
❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✢✉① ✐s ♥♦✇ ♣❧♦tt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✼✳✽✺ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
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✼✳✺✳✹ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❚❤❡ ❆♠✲❇❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✇❛t❡r t❛♥❦ ✇✐t❤ ✶✵✵ ❝♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞
✽✵ ❝♠ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❇❋3 ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡ ✐s ♠♦✈❛❜❧❡ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❈❞ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤♦✉t s❤✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t
✉s❡❢✉❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✹ ❝♠✳

■♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❜❡ s❡t ❛t t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡♥❞ t♦ ❝✉t
♦✛ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ st✐❧❧ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ γ q✉❛♥t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
s♠❛❧❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r✳

✼✳✺✳✺ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
◆❡✉tr♦♥ ♣❤②s✐❝s✿ ❬✶❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✸✹❪
❉❡t❡❝t♦rs✿ ❬✶✽❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✿ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪
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✼✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❇✮✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ γ r❛✲
❞✐❛t✐♦♥

✼✳✻✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ γ✲γ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ 60◆✐✳

✷✳ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ P▼❚s ✇✐t❤ ◆❛■ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❢r♦♥t ❝❛♥ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ 60❈♦ s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✳

✼✳✻✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ J1 ❛♥❞ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s♣✐♥
J2 ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❼ t❤❡ 2J1 + 1 s✉❜✲st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✱

❼ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ J1✱ m1 ❛♥❞ J2✱ m2 st❛t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤✐s s❤❛❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤
J1 = 1 ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇✐t❤ J2 = 0 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r st❛t❡ ✐s tr✐♣❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ✐t
❤❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs m1 = +1, 0,−1✱ t❤❡ ❧♦✇❡r st❛t❡ ✐s s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤ m2 = 0✳ ❚❤✉s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤

∆m = m1 −m2 = +1, 0,−1 ✭✼✳✽✻✮

❋r♦♠ ♦♣t✐❝s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
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W+ · dΩ =
3

16
· π ·

(

1 + cos2 θ
)

· dΩ

W0 · dΩ =
3

8
· π · sin2 θ · dΩ

W− · dΩ =
3

16
· π ·

(

1 + cos2 θ
)

· dΩ
✭✼✳✽✼✮

θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ③✲❛①✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❡✳❣✳ W0 = 0 ❢♦r θ = 0✳

❖♥❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝

Wtot =
∑

i

Wi · dΩ =
3

4
· π · dΩ ✭✼✳✽✽✮

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② Itot ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ✈❡r② ♠❛♥②
♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s J1✱ mi ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡rs Ni ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s✳

Itot · dΩ =
∑

i

Ni ·Wi · dΩ = (N+ ·W+ +N0 ·W0 +N− ·W−) · dΩ ✭✼✳✽✾✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✽✼✱ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐s♦tr♦♣② ✐s t❤❛t ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✿ N+ = N0 = N−✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ❛❧❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ♥♦♥❡ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❜② s♣❡❝✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳

■♥ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✱ s✉❝❤ s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ t❤r❡❡
st❛t❡s J1✱ mi ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② s♣❧✐t ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✼✳✽✼ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ∆m = +1 ❛♥❞ ∆m = −1 ✐s
r✐❣❤t✲ ♦r ❧❡❢t✲❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ∆m = 0 ✐t ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ♦r ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❊q✳ ✼✳✽✾ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡
✐s ❛❧✇❛②s ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭θ = 0✮✳

❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ γ q✉❛♥t❛✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡
r❡s♦❧✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❛❧✇❛②s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥ t❤❡♥ ♦♥❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿
✜rst✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✭❛❜♦✉t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❡ ❱✶✵ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥✮✱ s❡❝♦♥❞✱ ❜② t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❲✉ ❬✷✽❪✱ ❬✹✵❪ t♦ ♣r♦✈❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥
✐♥ β✲❞❡❝❛②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ 60❈♦ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ J = 5 ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆
β−✲❞❡❝❛② ✜❧❧s t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ 60◆✐✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❲❤❡♥ ✐t ❞❡❝❛②s ❜② γ ❡♠✐ss✐♦♥✱
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 60❈♦ ♥✉❝❧❡✐✳

❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ s♣✐♥ J ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②
♦❢ t❤❡ 2J + 1 s✉❜✲st❛t❡s ✐s ❧✐❢t❡❞✳ ❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡

∆Ei = −mi

J
· µ ·B ✭✼✳✾✵✮

µ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ mi ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ■❢ t❤❡ s❡t ♦❢
♥✉❝❧❡✐ ✐s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs Ni ♦❢ t❤❡
s✉❜✲st❛t❡s ♦❜❡② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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Ni ≈ exp

(

−∆Ei

k · T

)

= exp

(

mi

J
· µ ·B
k · T

)

✭✼✳✾✶✮

✇✐t❤ k t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❤❛s mi = −J ✱ ❛❜♦✈❡ ✐t✱ ❛t
❡q✉❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❧✐❡ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ mi = −(J − 1),−(J − 2), ..... + J ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r st❛t❡ t♦ t❤❡ st❛t❡ ❜❡❧♦✇ ✐s

Ni+1

Ni
= exp

(

− 1

J
· µ ·B
k · T

)

✭✼✳✾✷✮

❯♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ✐✳❡✳ ❛t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t
✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ st❛t❡s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ γ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆t
❤✐❣❤ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭T = 0.01❑✮ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t t❛❦❡s ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❛s❡ ♦♥❧② t❤❡ st❛t❡ mi = −J ✱ ❛r❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡② ❛r❡ str♦♥❣❧②
♣♦❧❛r✐③❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳

❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛r✐s❡s ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜②
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡✿ ♦♥❡ β✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t
γ✲q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ♦r t✇♦ γ✲q✉❛♥t❛✱ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❝❝✉rs ✈✐❛ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦✈❡rt✉r♥s t❤❡ ❡q✉❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳

❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ❜❡st t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ✇✐t❤ J1 = 0, J2 = 1 ❛♥❞
J3 ❛r❜✐tr❛r②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❊q✳ ✼✳✽✾ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✐s ❛r❜✐tr❛r② ❞✉❡ t♦ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✉♠✱ ✐✳❡✳ θ = 0✳ ❚❤❡♥

W+ · dΩ = W− · dΩ =
3

8
· π · dΩ

W0 · dΩ = 0 ✭✼✳✾✸✮

❋♦r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ✇❤♦s❡ ✜rst q✉❛♥t✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ J2 = 1,m2 = 0
✐s ♥♦t ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ✐s ♦✈❡rt✉r♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❝❛s❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞❡♣❡♥❞s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ J3✳ ❇② t❤❡ ❝♦✐♥❝✐✲
❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t
❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ✇❛②✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ γ q✉❛♥t❛ ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s

dσ

dΩ
=

imax
∑

i=1

A2i · P2i(cos θ) imax = Min (L1, L2, J2) ✭✼✳✾✹✮

✐❢ ✐t ✐s ♣✉r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠✐①✐♥❣✳ P2i ❛r❡ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r 2i✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A2i ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢
t❤❡ st❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ γ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡
♣❛r✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ❡✈❡♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛❞❞s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ imax✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ J2 ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡✳
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❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t A0✳ ■♥ ✐t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛ ❢❛❝t♦r✳ ❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡♠✱ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ K(θ) ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

K(θ) =
dσ(θ)

dΩ
/
d(90◦)

dΩ
✭✼✳✾✺✮

■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

K(θ) = 1 +

imax
∑

i=1

a2i · cos2i θ ✭✼✳✾✻✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a2i ❛r❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ γ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ 60❈♦ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭L1 = 2, L2 = 2✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ✐s J2 = 2✱ s♦ imax = 2✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❤❛s

K(θ) = 1 + a2 · cos2 θ + a4 · cos4 θ ✭✼✳✾✼✮

✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s a2 = 1/8 ❛♥❞ a4 = 1/24✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②

An =
dσ(180)/dΩ− dσ(90)/dΩ

dσ(90)/dΩ
=
K(180)−K(90)

K(90)
= K(180)− 1 ✭✼✳✾✽✮

✼✳✻✳✸ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✼✳✹✳ ◆❛■
s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r
s✐❣♥❛❧s ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛st ❆❉❈ ✭❈❆❊◆ ❉✐❣✐t✐③❡r ❉❚✺✼✷✺✱ ✽① ✷✺✵ ▼❙P❙✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ P❈ ✭▲✐♥✉①✮ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✜❧❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t
✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r P▼❚✶✱ P▼❚✷
❛♥❞ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s s♠❛❧❧✱ ♦♥❡ ✐s t❡♠♣t❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ❛s ❢❛r ❛s ♦♥❡ ❧✐❦❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ✇✐❧❧
❣❡t t♦♦ ♠❛♥② r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②

Nk = ϵ1 · ϵ2 ·A · f(Θ) ✭✼✳✾✾✮

A ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ εi ❛r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(Θ) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦
✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✭❊q✳ ✺✳✺✮

NZ = τA ·N1 ·N2 = τA · ϵ1 · ϵ2 ·A2 ✭✼✳✶✵✵✮

✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ A✱ s♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ tr✉❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✐s

NK

NZ
≈ 1

τA ·A ✭✼✳✶✵✶✮

❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❆ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛t✐♦ ♦❢ tr✉❡ t♦ r❛♥❞♦♠
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ τA ✐s ❛❧✇❛②s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❚♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❛t t❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s✳
❚❤❡♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ a2 ❛♥❞ a4✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡t
✉♣ ❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✶✽✵➦✱ ✶✸✺➦❛♥❞ ✾✵➦✳ ◆❛■ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤♦s❡ t✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣♦♦r❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ ❜✉t st✐❧❧ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❈♦♠♣t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♣r♦❞✉❝❡s ❢❛❧s❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ q✉❛♥t❛
❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜✉t ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t❛ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐❢
♦♥❧② t❤❡ ♣❤♦t♦♣❡❛❦s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣♦♦r st❛t✐st✐❝s✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦❛r♦✉♥❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ str♦♥❣❡r ♣r♦❜❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❡①♣♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡
❧❛❜✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t ❛t ✻✵✲✼✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♣❡❛❦✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡✈❡♥ts✳
❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ s❧✐❝❡ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ tr✉❡ ❝♦✐♥✲
❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❘❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇ ♦❢ tr✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❈❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r ✐❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❛ ♥❛rr♦✇❡r t✐♠❡ r❛♥❣❡ ✇❤♦s❡ r❛t❡ ②♦✉ t❤❡♥ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ■❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐❣✐t✐③❡❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛❢t❡r t❤❡ tr✐❣❣❡r✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝♦r❞ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❲✐t❤✐♥ ❛ s❡r✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ t✇✐❝❡ ✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ t♦
❝❤❡❝❦ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ♣❡r ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✹✵✵ s✳

✼✳✻✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛t❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦✈✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s
❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦r ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✳ ❆❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ t❤❡
❞❛t❛ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r✳ ❆❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a2✱ a4 ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠s✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r
t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣✉r❡❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳

✷✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ②♦✉ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❧♦♥❣❡r ♦r
✇❤❡t❤❡r ②♦✉ ♥❡❡❞ ♥❡✇✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳

✼✳✻✳✺ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
❆♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬✶❪✱ ❬✷✻❪
❉❡t❡❝t♦rs ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✻❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪
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✼✳✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ ❙✐❧✐❝♦♥ str✐♣ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s

✼✳✼✳✶ ❚❛s❦

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❙✐✲str✐♣ ❞❡t❡❝t♦r✱
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ❈▼❙✱ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❙
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t t❤❡ ▲❍❈✳

✶✳ ■♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❙✐ str✐♣❡ ❞❡t❡❝t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❧✐❇❛❱❛ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❚❤❡ ❙✐✲str✐♣ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦✉s✐♥❣
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ s❤✐❡❧❞✐♥❣✳

✼✳✼✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✻✳ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✐♥ ❝♦❧❧✐❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❞✉❡ t♦
✐ts ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♣r❡✲
❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st♦r❛❣❡ r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❆t t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❧❛r❣❡st r✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ✭▲❍❈✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✷ ❛t
❈❊❘◆✸ ♥❡❛r ●❡♥❡✈❛✱ ❛ ✇❤♦❧❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ✇✐t❤ 27 ❦♠
❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ❛❜♦✉t 1.15 ·1011 ♣r♦t♦♥s t♦ ✼ t♦ ✶✸ ❚❡❱ ❝❡♥t❡r✲♦❢✲
♠❛ss ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✾✳ ❚❤❡

✷❚❤❡ ❈❊❘◆ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❝♦♠♣❧❡① ❬■❪
✸
❈♦♥s❡✐❧ ❊✉r♦♣é❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ◆✉❝❧é❛✐r❡✳

https://cds.cern.ch/record/1260465?ln=de
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❚❤❡ ▲❍❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳

♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❞✉❡
t♦ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦♥ r✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡s✳

❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐ts❡❧❢ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r s❡❝t✐♦♥s✱ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts ❛rr❛♥❣❡❞
❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤s ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤
♦r❜✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❛❝❤❡❞ t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ▲❍❈ ❛t ✹ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✕ ❈♦♠♣❛❝t ▼✉♦♥
❙♦❧❡♥♦✐❞ ✭❈▼❙✮✱ ❆ ❚♦r♦✐❞❛❧ ▲❍❈ ❆♣♣❛r❛t✉s ✭❆❚▲❆❙✮✱ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❜❡❛✉t② ✭▲❍❈❜✮
❛♥❞ ❆ ▲❛r❣❡ ■♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❆▲■❈❊✮ ✕ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

■♥ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ❢r♦♠ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲r♦t❛t✐♥❣ ♣r♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s ♠❛ss✐✈❡❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦t♦♥s ♣❡r ♣❛❝❦❡t✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇
♦❢t❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦❝❝✉r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧✉♠✐♥♦s✐t② L✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

L =
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡✐♥❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥

❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t× ❋❧ä❝❤❡
. ✭✼✳✶✵✷✮

■t ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❜❛r♥ 1❜= 10−24❝♠2✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ▲❍❈ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ L = 1.75 · 1034❝♠−2 s−1✳ ❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② Lint✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ■♥ ✜❣✳ ✼✳✷✵ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ ▲❍❈ ❘✉♥ ✶ ❢♦r ✷✵✶✵✱ ✇❤♦s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
✭❡✈❡♥ts✮ N t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②✿

N = Lint · σ, ✭✼✳✶✵✸✮

✇❤❡r❡ Lint =
∫

L · dt ✐s t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ σ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▲❍❈ ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡❧② ♦✈❡r ❘✉♥ ✶ ✐♥ ✷✵✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶✿ ❋❡②♥♠❛♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♥✲♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❩ ❜♦s♦♥ t❤❛t ❞❡❝❛②s
✐♥t♦ ❛ ♠✉♦♥ ♣❛✐r✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❛② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳

❚❤❡s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s ✭s❡❡ ✜❣✳ ✼✳✶✵✼✮✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛①✐s ✐s ♣❧♦tt❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ❛r❡
t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭✈❡rt✐❝❡s✮✳ ■♥♥❡r ❧✐♥❡s ✭t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ st❛rt
❛♥❞ ❡♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✮ r❡♣r❡s❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖♥❧② ♦✉t❡r
❧✐♥❡s ✭t❤♦s❡ ♣r♦tr✉❞✐♥❣ ✐♥t♦ ♦r ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✮ r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧ ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❜❡② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ E2 = m2c4+p2c2✱ ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ p ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
m ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡①✐st ♦♥❧② ❢♦r ❛ ✈❡r②
s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t✐♦♥ ∆E ·∆t ≤ ℏ/2✳
❙♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ E✱ p ❛♥❞ m ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠✉♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s ♦r ♣✐♦♥s✱ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❛r❡
r❡❣✐st❡r❡❞ t❤❡r❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥✐♦♥✲s❤❡❧❧ s✉❜❞❡t❡❝t♦rs✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✷ s❤♦✇s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧
♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s ✇❤✐❝❤
♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝t♦r ❧❛②❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ❆ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳
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❋♦r t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦✉t✹✿

❼ s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ tr❛❝❡ ❞❡t❡❝t♦r✺✿ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ t❤❡ ✜rst t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ str❡❛❦ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣
❞❡t❡❝t♦r✱ ♦r tr❛❝❦❡r✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦❡r ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝✉r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s✐❣♥
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❦✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r ✭♣❛rt❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡✮ t❤✉s
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧❛♣ ✶✵✵✲❢♦❧❞✳

❼ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈❛❧♦r✐♠❡t❡r✻✿ ❚❤✐s s②st❡♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
♣❤♦t♦♥s ❜② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤♦✇❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✭❤✐❣❤❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✮
❍❡✐t❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❜②
♣❛✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❇② ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡
❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✭P▼❚s✮✳ ❚❤✉s ✕ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ❛ s❤♦✇❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ✕ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❤❛❞r♦♥s✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♠❡t
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✳

❼ ❤❛❞r♦♥✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✿ ❚❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ s❤♦✇❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜② ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❢ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s❛♥❞✇✐❝❤ ❝❛❧♦r✐♠❡✲
t❡r✳ ◆✉❝❧❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t tr✐❣❣❡r
❜♦t❤ ❛ ❤❛❞r♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❝❛❞❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② P▼❚s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❤❛❞r♦♥s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧❛②❡rs ✉♥t✐❧ ✐❞❡❛❧❧② ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞✳

❼ s♦❧❡♥♦✐❞ ♠❛❣♥❡t✿ ❆ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♦❧❡♥♦✐❞ ♠❛❣♥❡t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ♦❢ 4❚ str❡♥❣t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❜❡♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛t❤s ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❆ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ②♦❦❡s✳

❼ ♠②♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✼✿ ❙✐♥❝❡ ♠✉♦♥s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✲✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭▼■Ps✮✱ t❤❡② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❧❛②❡rs ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ st♦♣♣❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❣❛s ❞❡t❡❝t♦rs ✭❝❛❧❧❡❞ ❞r✐❢t t✉❜❡s ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ♣❧❛t❡ ❝❤❛♠❜❡rs✮
❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐r♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ②♦❦❡ ❢♦r tr❛❝❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ tr✐❣✲
❣❡r✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② ✭❍✐❣❣s✮ ❛♥❛❧②s❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠✉♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥♥❡r tr❛❝❦ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠✉♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✲❝✉r✈❡❞
tr❛❥❡❝t♦r②✳

❆❧❧ s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r t♦❣❡t❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡ 1.5▼❇ ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦t♦♥
♣❛❝❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ❡✈❡r② 50 ♥s✳ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr✐❣❣❡r

✹❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡✿ ❈▼❙ ❉❡t❡❝t♦r ❬■■❪
✺tr❛❝❡ ❞❡t❡❝t♦r
✻❝❛❧♦r✐♠❡t❡r
✼♠②♦♥ ❞❡t❡❝t♦r

https://cms.cern/detector/
https://cms.cern/detector/identifying-tracks
https://cms.cern/detector/measuring-energy
https://cms.cern/detector/detecting-muons
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✿ P✉❧s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❡♥❞ ❝❛♣s ✭r✐❣❤t✮✳

s②st❡♠ ✜❧t❡rs ♦✉t ❡✈❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛ ❢❛st ❧❡✈❡❧ ✶ tr✐❣❣❡r ❛♥❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ tr✐❣❣❡r ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳

❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r ✉s❡s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢♦✇ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s ♠❛♥② s✉❜❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛
♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
tr❛❝❦s ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✉♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✉♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s✱ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❤❛❞r♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲✢♦✇
❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✈❡rt❡①✮✱ t❤❡② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

▼✉♦♥s ♣❛ss ❛❧♠♦st ✉♥❤✐♥❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛tt❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛❧✲
✐♦♥✐③✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡✐r tr❛❝❦ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r tr❛❝❦ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r
♠✉♦♥ s②st❡♠ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜② ♦♥❡ ❣❡ts ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❣❡♦♠❡tr② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷✸✳

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❦ ❞❡t❡❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝r❡❛t❡❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ t❤❡ tr❛❝❦s ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳

◗✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ❢r❡❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦s ❝r❡❛t❡s s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② t❤❛t ♥❡✇ q✉❛r❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ t❤❡♥ ❢♦r♠ ✭❝♦❧♦r✲♥❡✉tr❛❧✮ ❤❛❞r♦♥✐❝ ❜♦♥❞ st❛t❡s ❢r♦♠
✷ q✉❛r❦s ✭♠❡s♦♥s✮ ♦r ✸ q✉❛r❦s ✭❜❛r②♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♥❡✇❧② ❢♦r♠❡❞ ❤❛❞r♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t st❛❜❧❡
❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥t♦ ❛ ✇❤♦❧❡ s❤♦✇❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✢② ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥❡ s❤❛♣❡✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♠✉st ♥♦✇ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢♦✇
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❥❡t ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ❥❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✉s✉❛❧❧② ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛♥t✐ kT ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢♦✇ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♠❡❡t ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■s♦❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧❡❢t ♦✈❡r ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❋♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✳
✼✳✷✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r✳

❼ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▲❍❈ r✐♥❣✳

❼ ❚❤❡ ②✲❛①✐s ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❼ ❚❤❡ ③✲❛①✐s ♣♦✐♥ts ✇❡st ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s✳

❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s✱ ❛♥❛❧②s❡s ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲❛①✐s✱ t❤❡
❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡ ϕ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ Θ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ②✲③ ♣❧❛♥❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s r❛♣✐❞✐t② y ❛♥❞
♣s❡✉❞♦r❛♣✐❞✐t② η ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❛♣✐❞✐t② y ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

y =
1

2
ln

(

E + pz
E − pz

)

. ✭✼✳✶✵✹✮

❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
r❛♣✐❞✐t② ✐s ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✢✉① ♦❢ ❛ ❤❛❞r♦♥ ❝♦❧❧✐❞❡r ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♣✐❞✐t②✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♣✐❞✐t② η
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

η =
1

2
ln

( |p⃗|+ pz
|p⃗| − pz

)

. ✭✼✳✶✵✺✮

❋♦r ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭p→ E✮ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦✿

η = − ln

(

tan
Θ

2

)

. ✭✼✳✶✵✻✮

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
∆R ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣✿

∆R =
√

(∆η)2 + (∆ϕ)2 ✭✼✳✶✵✼✮

❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦♥✲♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜❡❛♠
❛①✐s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♠♣✉❧s❡ pT ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡✈❡♥t ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢
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t❤❡ ❡✈❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s pT ✱ η ✭♦r y✮ ❛♥❞ ϕ✳ ■❢ ♦♥❡ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠
❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts✿

M =

√

∑

i

Pi =
√

(E1 + E2)2 − (px,1 + px,2)2 − (py,1 + py,2)2 − (pz,1 + pz,2)2, ✭✼✳✶✵✽✮

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ♠❛❦❡ st❛t❡♠❡♥ts
❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ♦r ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤✳

✼✳✼✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡s❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡s ❛✐♠ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ②♦✉ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ str✐♣ s❡♥s♦rs✳ ❆t t❤❡ ❊❚P✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❛t
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❡ st❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆▲✐❇❛❱❛

s❡t✉♣✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛♥❞ ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧✱ ❛s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❊❚P✱ t❤❡s❡ ♣r♦❜❡ st❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡
♠❡t❛❧ ❥✐❣s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛❝t t❤❡ s❡♥s♦r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❜✐♥❣ ♥❡❡❞❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞
❜✐❛s t❤❡ s❡♥s♦r ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛② t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✲ ❛❧s♦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✲ ❆▲✐❇❛❱❛ s❡t✉♣
♦r ✲ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✲ ♦♥ t❤❡ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❆❧✐❜❛✈❛ ❙②st❡♠ ✭❊❆❙❨ ❢♦r s❤♦rt✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❆▲✐❇❛❱❛ ✐s
❤♦✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛ t❛❜❧❡✲s✐③❡❞ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❜♦① t♦ s❤✐❡❧❞ ✐t ❢r♦♠ ❧✐❣❤t✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥
❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ ✸✲✇❛② st❡♣ ♠♦t♦r st❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥
s♦✉r❝❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡♥s♦r t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ str✐♣ ❜♦♥❞s ❜✐❛s t❤❡ s❡♥s♦r✳
❚❤❡ ❊❆❙❨ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s♥✬t ♥❡❡❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✭❲❤②❄ ■❢ ②♦✉ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✱ ♣❛② ❝❧♦s❡
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✐♣ s❡♥s♦r s❡❝t✐♦♥✳✮ ♦r ❛ ♠♦t♦r st❛❣❡ ❛♥❞ ✐s s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r
❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❜♦① t❤❛t ❛❧♠♦st ✜ts ✐♥t♦ ②♦✉r ♣♦❝❦❡t✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ r❡❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❧✐❦❡ ❈▼❙✳

✼✳✼✳✸✳✶ ❚❤❡ ❊❆❙❨

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❋r♦♥t ❛♥❞ r❡❛r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
✉♥✐t ❬✹✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻✿ ❘❡❛r ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✉♥✐t ❬✹✾❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡ ❊❆❙❨✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ s❡♥s♦r ✉♥✐t ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷✺
❛♥❞ ✜❣✳ ✼✳✷✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❉❛t❛ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✉♥✐ts ✈✐❛ ❛ ✢❛t❜❛♥❞ ❝❛❜❧❡
♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ ✭✸✮ ♦❢ s❡♥s♦r ✉♥✐t ✭♠✐♥❞ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✦✮✳ ❆♥
♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✭②❡❧❧♦✇ ❝❛❜❧❡✮ ♣❧✉❣s ✐♥t♦ ✭✶✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ t♦♣ ❝♦♥♥❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r



✼✳✼✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❙■▲■❈❖◆ ❙❚❘■P ❉❊❚❊❈❚❖❘ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ✶✻✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼✿ ❙❡♥s♦r st❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❬✹✾❪✳

st❛❣❡ ✭❛❣❛✐♥✱ ♠✐♥❞ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①❡r❝✐s❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❞✐♦❞❡ tr✐❣❣❡r ❜②
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜r♦✇♥ ▲❊▼❖ ❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❥❛❝❦s ✭✼✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✉♥✐t✳

❚❤❡ ❞✐♦❞❡ tr✐❣❣❡r ✉s❡s ❛ ❞✐♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛
♣❛rt✐❝❧❡ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ s❡♥s♦r ♦♥ t♦♣✱ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐ts t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❜❡❧♦✇✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❛❞♦✉t
❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡♥❝②✳ ❆❢t❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❯❙❇ ❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛t ✭✾✮ ❛♥❞ t♦ ❛ P❈ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t ✭✶✷✮✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞② t♦ ❣♦✳ ❑♥♦❜ ✭✹✮ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t t✉r♥s t♦ s❡t
t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✳ ✜❣✳ ✼✳✷✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡ s❡♥s♦r st❛❣❡ ❝❛♥ s❧✐❞❡ ✐♥t♦✳ ▼❛❦❡ s✉r❡ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ s❡♥s♦r ✉♥✐t ✐♥❝♦r♣♦rt❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✱ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❇❊❊❚▲❊ r❡❛❞♦✉t ❆❙■❈✳
❚❤❡ ❝❤✐♣ ♣r♦✈✐❞❡s ✶✷✽ ❛♥❛❧♦❣ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ ❛ ❝❧♦❝❦❡❞ ❛♥❛❧♦❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 40MHz ✭❧✐❦❡ t❤❡ ▲❍❈ ❜✉♥❝❤ ❝r♦ss✐♥❣ r❛t❡✦✮✳

▲❛t❡♥❝② ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ✜♥✐t❡ ❧❛t❡♥❝②✳
❙✉♣♣♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ tr✐❣❣❡rs r❡❛❞♦✉t ❜② ❤✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❜❡❧♦✇✳ ❉✐♦❞❡
tr✐❣❣❡r✐♥❣✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠✐♥♦r ❡✛❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❧❛t❡♥❝✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❞♦✉t ❧❛t❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
s♦ ❛s t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ✐ts t✐♠✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳

✼✳✼✳✸✳✷ ❙✐❧✐❝♦♥ ❙tr✐♣ ❙❡♥s♦rs

♣✲✐♥✲♥ ❞❡s✐❣♥ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ✐s ❞❡s❝✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛ ❬✹✼❪ ❬✹✽❪

−
〈

❞E

❞x

〉

= 4πN❆r
2
emec

2z2
Z

βA

(

1

2
log

[

2mec
2β2γ2T♠❛①
I2

]

− β2
)

, ✭✼✳✶✵✾✮

✇❤✐❝❤ ②♦✉ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤✳ ❆ ♣✲✐♥✲♥ s✐❧✐❝♦♥ str✐♣ s❡♥s♦r ♥♦✇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✲❞♦♣❡❞
s✐❧✐❝♦♥ str✐♣s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♥✲❜✉❧❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ ❝❛❧❧ ♣✲✐♥✲♥ s❡♥s♦rs ♥✲t②♣❡ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡
st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥♦✇❛❞❛②s ✉s❡s ♥✲✐♥✲♣ s❡♥s♦rs✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳
❖♥❧② t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣✲✐♥✲♥ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❣r♦✉♥❞ t❤❡ ❜✐❛s r✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡
❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦♣❧❛♥❡✳

✜❣✳ ✼✳✷✾ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ♥✲t②♣❡ str✐♣ s❡♥s♦r ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❢♦r
t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤❛s ❛ ♣✐t❝❤ ♦❢ 160 ➭m ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
300 ➭m✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✽✿ ❆ ▲❛♥❞❛✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ t❤❛t t❤❡ ▼P❱ ✐s ❛t ❛ ❧♦✇❡r s✐❣♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡
♠❡❛♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❛✐❧ ❬✹✼❪✳

❚❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✶✵✾✮ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥s✐❞❡ ♠❛tt❡r✳ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✲
❢❡rr❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♥❞❛✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
t❛❦❡s s♦✲❝❛❧❧❡❞ δ✲❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛t♦♠s ✐♥s✐❞❡ ♠❛tt❡r ❤❡❛❞✲
♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉s✉❛❧✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝
t❛✐❧ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷✽✳

❲❤❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✉❧❦✱ t❤❡② ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲
❤♦❧❡ ♣❛✐rs✳ ❋♦r s✐❧✐❝♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ❛ ♣❛✐r ✐s 3.6 eV ❛t ❛ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
♦❢ ❛r♦✉♥❞ 390 eV ➭m−1✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t ♣❡r ➭m s✐❧✐❝♦♥✱ ✶✵✽ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳
❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❞r✐❢t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✭❜❛❝❦♣❧❛♥❡✮ ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡ ✭str✐♣s✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ✐♥t♦ str✐♣s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✶❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡♥s♦r✳

■❢ ❛ ♠✐♥✐✉♠ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ βγ ≈ 3✮ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
300 ➭m✱

N =
❞E

❞x
· d
I
· σ▲ = 22451 ✭✼✳✶✶✵✮

❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✲♣❛✐rs ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ σ▲ = 0.7 ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ t♦ ▼P❱
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜② ▲❛♥❞❛✉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡r♠❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs
✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱

Nt❤ = d · ni ≈ 421× 106 cm−2, ✭✼✳✶✶✶✮

♦♥❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧② r❡❛❧✐③❡s ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❡♥s♦r ✐♥ r❡✈❡rs❡ ❜✐❛s✳ ■t ✐s ♦♥❧② t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✭♦❢ t❤❡r♠❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✮ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ ❛ ❢❛✐♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❛t ❛❧❧✳

▲❡❛❦❛❣❡ ❈✉rr❡♥t ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡♥s♦r ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈♦✐❞
♦❢ ❛♥② t❤❡r♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❛❧ r❡✈❡rs❡✲❜✐❛s❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❝r②st❛❧ ❤❛s s♠❛❧❧
❞❛♠❛❣❡s ✐♥ ✐ts ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛❧❧♦✇❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❛❜❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✾✿ ❆ ♣✲✐♥✲♥ str✐♣ s❡♥s♦r ❬✹✼❪✳

❝❛rr✐❡rs t♦ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡s❡ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❡ ❞♦ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ■❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❡✈❡♥ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ❜✐❛s✳
❋✉❧❧ ■❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡r♠❛❧ r✉♥❛✇❛② ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✴❝♦st ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧✐❦❡

I(T ) = I0 ·
(

T

T0

)2

· exp
[

−E❡✛

2k❇

(

1

T
− 1

T0

)]

, ✭✼✳✶✶✷✮

✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t I0 ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0✳

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❉❛♠❛❣❡ ❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❤✉❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦
❛t♦♠s ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡s ❜✉❧❦ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ ♦r ❡✈❡♥ ❦♥♦❝❦s t❤❡♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡s ❡♥t✐r❡❧②✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ✈❛❝❛♥❝✐❡s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r r✐s❡s ❧✐❦❡

∆I

V
= α · ϕr❛❞, ✭✼✳✶✶✸✮

✇❤❡r❡ ∆I ✐s t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t✱ α t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛♠❛❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ ϕr❛❞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢✉❡♥❝❡
♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s st❡♣✲❜②✲st❡♣ ❛♥❞ ❧♦s❡s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❡❝t
♣❛rt✐❝❧❡s✳

❈❤❛r❣❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❊✣❝✐❡♥❝② ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡✲
t❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧❡t❡❞✳ ❈❛❧❧ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ n❞❡♣✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ✉♥❞❡r✲❞❡♣❧❡t❡
t❤❡ s❡♥s♦r ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧✲❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ V❞❡♣✱ ❝❤❛r❣❡s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲❞❡♣❧❡t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ✐s ❧♦st✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✲♣❛✐rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❈❛❧❧ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ n✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❈❈❊ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❈❈❊ =
n

n❞❡♣
.



✶✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

✼✳✼✳✹ ❉❛t❛ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚♦ r❡❛❞ ♦✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❊❆❙❨ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧✐❜❛✈❛✲❣✉✐ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✭s❡♠✐✮
✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✳ ❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣
❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ♣②t❤♦♥ s❝r✐♣t ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✷✵✷✵✳

✼✳✼✳✹✳✶ ❛❧✐❜❛✈❛✲❣✉✐

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✵✿ ❚❤❡ ❛❧✐❜❛✈❛✲❣✉✐ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❛❧✐❜❛✈❛✲❣✉✐ ❢❡❛t✉r❡s ✈❛r✐♦✉s t❛❜s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ✐✳❡✳ r❛✇ ❡✈❡♥t ❞✐s♣❧❛②s✱ ♥♦✐s❡ ❣r❛♣❤s
❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡ st❛rt ✐t ❜② ❝❞✲✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐r❡❝t♦r② ✭✄✴❛❧✐❜❛✈❛✴sr❝✴✮ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♥❣

✳✴❛❧✐❜❛✈❛✲❣✉✐ ✄✴✐♥✐✴❛❧✐❜❛✈❛❴❡❛s②✳✐♥✐,

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧♦❛❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡tt✐♥❣s ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✳✐♥✐✲✜❧❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t
❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❛♥② s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ✢❛❣s ❢♦r ♥♦✇✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ●❯■✳
❨♦✉ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✸✵✳

■▼P❖❘❚❆◆❚✿ ■❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ s❛✈❡ ❛ r✉♥✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✜❧❡ ♥❛♠❡ ✉s✐♥❣ ✑▲♦❣ ❉❛t❛✑
❜❡❢♦r❡ ②♦✉ st❛rt t❤❡ r✉♥✦ ❉♦ ♥♦t ❢♦r❣❡t t♦ ❛♣♣❡♥❞ ✳❤❞❢✺ t♦ t❤❡ ✜❧❡ ♥❛♠❡✳

✼✳✼✳✹✳✷ P❡❞❡st❛❧

P❡❞❡st❛❧s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② r❡❛❞✐♥❣ ♦✉t ❛t r❛♥❞♦♠ t✐♠❡s ✇❤✐❧❡ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡❞❡st❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❞♦✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♦✛s❡t✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦✐s❡ t❤❛t ❛✛❡❝ts ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛✐♥❧②
❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❧✐❦❡ str❛② ❊▼ ✜❡❧❞s✳ ■t ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠



✼✳✼✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❙■▲■❈❖◆ ❙❚❘■P ❉❊❚❊❈❚❖❘ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ✶✼✸

❡✈❡♥t t♦ ❡✈❡♥t✱ ♥♦t ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts

ADC(i, k) = P (i, k) +D(k) + S(i, k),

✇❤❡r❡ ADC(i, k)✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❆❉❈ ❝♦✉♥ts✱ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ str✐♣ ♥✉♠❜❡r i ❛♥❞ ❡✈❡♥t
♥✉♠❜❡r k✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❈▼ D(k) ✐s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♥✉♠❜❡r k✱ ✇❤❡r❡❛s
♣❡❞❡st❛❧ P ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ S ❝❛♥ ✲ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✲ ✈❛r② ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❘▼❙ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♣❡❞❡st❛❧ ✈❛❧✉❡s

N(i) =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

k=1

(

P❝(i)− P❝(i)
)2
,

✇❤❡r❡ P❝(i) =
1
N

∑N
k=1ADC(i, k)−D(k)✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❝r✐♣t ✉s❡s t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s✐❣♥❛❧ S(i, k) ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✼✳✼✳✹✳✸ ▲❛t❡♥❝②

❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r✉♥s ❤❛s t♦ ❜❡ s❡t t♦ ✶✷✽ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ t♦ ❧✐❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳

✼✳✼✳✹✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦✉t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛r❜✐tr❛r② ❆❉❈ ❝♦✉♥ts
✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❞♦ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r✉♥✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐♥❥❡❝ts ♣✉❧s❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❛❞♦✉t
❆❙■❈✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❆❉❈ r❡❛❞s ♦✉t t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❆❉❈ ❝♦✉♥ts✳ ❇② ✜tt✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥t✐♦♥ t♦
t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✼✳✼✳✹✳✺ ❘❛❞s♦✉r❝❡ ❘✉♥

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ r❡❛❧ ▲❍❈ ▼■Ps✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❡st s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s tr❛✐♥✐♥❣
❝♦✉rs❡ ✐s ❙r✲✾✵✳ ❙r✲✾✵ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❨✲✾✵ ❜② β✲❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❛ ❤❛❧❢✲❧✐❢❡ ♦❢ 28.8 yr✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞
❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧✐❞❡ ❞❡❝❛②s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ❡♥❡r❣② ♦❢ 2.2MeV ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ▼■P
s♦✉r❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ r✉♥✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✜rst✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❡❛r❧✐❡r✳

✼✳✼✳✹✳✻ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ s❡♥s♦r✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✐s r❡❛❞
♦✉t ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ str✐♣ ❜✉t ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛②❧s✐s ✐s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ s✉❝❤ ❝❧✉st❡rs
❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ s❡❡❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ str✐♣s ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭s❡❡❞ ❝✉t✮
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡❡❞✳ ◆❡✐❣❤❜♦r str✐♣s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s str✐♣s ✇❤♦s❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝✉t t❤❛t ❛r❡♥✬t s❡❡❞s✳ ❙tr✐♣s t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❛ s❡❡❞ ♥♦r ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞
✭❲❤②❄✮✳
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✼✳✼✳✹✳✼ ▲❛s❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❊❆❙❨ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣✉❧s❡ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠✳ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r
r✉♥✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❞♦✉t ❛♥❞ tr✐❣❣❡r ♣✉❧s❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ s❡❧❡❝t ▲❛s❡r s②♥❝
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ✭r✐❣❤t r❛❞✐♦ ❜✉tt♦♥ ❧✐st✮✱ ❞❡❢❛✉❧t s❡tt✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❦❛②✳ Pr❡ss ❖❑ ❛♥❞
st❛rt t❤❡ r✉♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❨♦✉ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦♥
t❤❡ ①✲❛①✐s ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② ②♦✉ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❢♦r ❧❛s❡r r✉♥s ✭s❡❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ♥❡①t t♦ ▲❛s❡r ❘✉♥✮✳

✼✳✼✳✹✳✽ ▲❛s❡r r✉♥

❆❢t❡r s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❞✉❝t ❛ r✉♥✳ ■♥ ❛ ❧❛s❡r r✉♥✱ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❜② ❛ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t✳

❚♦ ✐♥❥❡❝t ❛ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦❝✉ss❡❞✳ ❚♦ ❢♦❝✉s
t❤❡ ❧❛s❡r✱ ❛ ❧❛s❡r r✉♥ ❤❛s t♦ ❜❡ st❛rt❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t
❞✐s♣❧❛②✳ ▼♦✈❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡t❡r s❝r❡✇s✳ ▼♦✈❡ ✉♣✴❞♦✇♥ ✉♥t✐❧ ②♦✉
♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ♠♦✈❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ str✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ②♦✉ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧
♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ str✐♣✳ ◆❡①t✱ ♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛s❡r r✐❣❤t ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str✐♣s ❛♥❞ ❛❞❥✉st ✉♣✴❞♦✇♥ ✉♥t✐❧
②♦✉ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ❛♥②♠♦r❡✳ ❘❡♣❡❛t t❤❡s❡ st❡♣s ✉♥t✐❧ ②♦✉ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✼✳✼✳✹✳✾ ❋✐❧❡ ❋♦r♠❛t

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ✐s ❤❞❢✺✳ ❚❤❡ ✜❧❡s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥
❡✈❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❞ ♦✉t ❆❉❈ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳

✼✳✼✳✹✳✶✵ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❣r❛♠✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ t❤❡r❡
❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s s❝r✐♣t ✭❢r❛♠❡✇♦r❦✮ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧
❆▲✐❇❛❱❛ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊❆❙❨ ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳

❖♥❝❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ♣❡❞❡st❛❧ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✳❤❞❢✺✲✜❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥♣✉t t❤❡♠ ✐♥t♦
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥❛♠✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r
t❤❡ s❝r✐♣t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡♠✿ ▲❡t n ❜❡ t❤❡ r✉♥ ♥✉♠❜❡r ②♦✉ s♣❡❝✐❢② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ✭♠♦r❡
❧❛t❡r✮✳ ❚❤❡♥✱ ♥❛♠❡ t❤❡ ✜❧❡s ❧✐❦❡✿

s♦✉r❝❡❴n✳❤❞❢✺, ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❧❡

♣❡❞❡st❛❧❴(n− 1)✳❤❞❢✺, ❢♦r t❤❡ ♣❡❞❡st❛❧ ✜❧❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥❴(n− 2)✳❤❞❢✺, ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✜❧❡.

❋♦r ❢✉rt❤❡r ❤❡❧♣ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣t✱ ❡①❡❝✉t❡

✳✴❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✴♠❛✐♥✳♣② ✲❤.

♦r ❝♦♥t❛❝t ②♦✉r ❛❞✈✐s♦r✳

✼✳✼✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✼✳✼✳✺✳✶ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❙❡t✉♣

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❊❆❙❨ s❡t✉♣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥ ♥✲t②♣❡ s✐❧✐❝♦♥ str✐♣
s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ✉s❛❣❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❧✐❦❡ ❈▼❙✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣
❜❡❢♦r❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❼ ❉❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡t✉♣✳ ❲❤❛t ❞♦❡s ✐t ❝♦♥s✐st ♦❢❄
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❼ ❲❤❛t ✐s ❛♥ ♥✲t②♣❡ s✐❧✐❝♦♥ str✐♣ s❡♥s♦r❄

❼ ❍♦✇ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❝❤❛♥♥❡❧s❄ ❍♦✇ ✐s r❡❛❞♦✉t tr✐❣❣❡r❡❞❄

❼ ❲❤❛t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ tr✐❣❣❡r✐♥❣ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦❄

❼ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣❄

❇✉t ✇❤② s❤♦✉❧❞ ②♦✉ t❛❦❡ ♦✉r ✇♦r❞ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞❄ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣✐t❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❧❛s❡r
②♦✉rs❡❧❢✦

❊①❡r❝✐s❡ ❙❡t t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ t♦ 110V✳ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ s❡t ✉♣ t❤❡ ❧❛s❡r ❞❡❧❛②✳ ❙t❛rt
❛ ❧❛s❡r r✉♥ ❛♥❞ ❢♦❝✉s t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❚❛❦❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛s❡r r✉♥s ✭❞♦♥✬t ❢♦r❣❡t t♦ s❛✈❡ t♦ ❛ ✜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ②♦✉
st❛rt ❡❛❝❤ r✉♥✮✱ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r 10 ➭m ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ str✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❈♦✈❡r
❛t ❧❡❛st ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 320 ➭m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣✐t❝❤✳ ❘❡❛❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛♥
♦✇♥ ❛♥❛❧②s✐s s❝r✐♣t ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r
♣♦s✐t✐♦♥✳

✼✳✼✳✺✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

◆❡①t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❡♥s♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②✳ ❈♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛♥
■❱ ❛♥❞ ❈❱ ❝✉r✈❡✳

❼ ❲❤② ❛r❡ ✇❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s❡♥s♦r❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ ❈❱
❝✉r✈❡❄

❼ ❈❛♥ ②♦✉ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ✇❛s♥✬t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ ❜✉t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✇❡❧❧❄

❊①❡r❝✐s❡ ❘❛♠♣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ 0V t♦ 110V ✐♥ 10V st❡♣s ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❜✐❛s ❝✉rr❡♥t ❢♦r
❡❛❝❤ st❡♣✳ P❧♦t t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❍♦✇ ✇♦✉❧❞ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✇❛s
✐rr❛❞✐❛t❡❞❄

✼✳✼✳✺✳✸ ◆♦✐s❡

❆s ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ②♦✉ ✇✐❧❧ ❡✈❡r ❝♦♥❞✉❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐t✳

❼ ❲❤❛t ✐s ♣❡❞❡st❛❧❄ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ✐t❄ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ♣❡❞❡st❛❧ r✉♥❄

❼ ❲❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡ ♥♦✐s❡❄ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ✐t❄

❼ ❍♦✇ ✐s t❤❡ ❘▼❙ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞❄

❼ ❉♦❡s t❤❡ s❡♥s♦r ❜✐❛s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♥♦✐s❡❄

❼ ❍❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✴❛♥❛❧②s✐s✴s✐❣♥❛❧✳♣②✳ ❍♦✇ ✐s ♥♦✐s❡ ❤❛♥❞❧❡❞❄

❊①❡r❝✐s❡ ❘❛♠♣ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ 0V t♦ 110V ✐♥ 10V st❡♣s ❛♥❞ ❛♥❞ s❛✈❡ ❛ ♣❡❞❡st❛❧
r✉♥ ✇✐t❤ ntr✐❣ = 5000 ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ st❡♣✳ ◆❛♠❡ ❡❛❝❤ ✜❧❡ ❧✐❦❡ ♥♦✐s❡❴✭✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡✮✳❤❞❢✺✳
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ st❡♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲✇r✐tt❡♥ ❤❡❧♣❡r s❝r✐♣t ♥♦✐s❡❴❝❛❧❝✳♣②
✭❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s✮✳ ❚❤❡ s❝r✐♣t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣❧♦t✳
❉✐s❝✉ss ✐t✳
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✼✳✼✳✺✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

◆❡①t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❼ ❲❤❛t ❞♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r❄

❼ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r✉♥ ❡①❛❝t❧②❄ ❲❤❛t ❛r❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡rr♦r❄

❼ ❍❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✴❛♥❛❧②s✐s✴❣❛✐♥✳♣②✳ ❍♦✇ ✐s t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s❄

❊①❡r❝✐s❡ ❙❡t t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ t♦ 110V ❛♥❞ t❛❦❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r✉♥✱ s❛✈✐♥❣ ✐t t♦ ❛ ✜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ ✐t ❧❛t❡r✳

✼✳✼✳✺✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ❞❡♣t❤ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①❡r❝✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❼ ❲❤❛t ✐s ❛ ❝❧✉st❡r❄ ❲❤❛t ✐s ❛ s❡❡❞❄ ❲❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ s❡❡❞✴♥❡✐❣❤❜♦r❄

❼ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧❄ ❙❡❡❞ ♦r ❝❧✉st❡r s✐❣♥❛❧❄ ❲❤❡♥ ✇♦✉❧❞ ②♦✉ ✉s❡
✇❤❛t❄

❼ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭> 3✮✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞❄

❼ ❍♦✇ ✇♦✉❧❞ ②♦✉ ❧♦♦❦ ❢♦r ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❞❛t❛❄ ✭❑❡❡♣ ✐t s✐♠♣❧❡✮

✼✳✼✳✺✳✻ ❋✉❧❧ ❘✉♥

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❝♦r❞ ❛ ❢✉❧❧ ❜❧♦✇♥ r✉♥ ♥♦✇ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s
✉s✉❛❧ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡t✉♣s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❙r✲✾✵ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s♦✉r❝❡✳

❼ ❲❤② ❙r✲✾✵❄

❼ ❲❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✉♥s ❞♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥s❄

❼ ❲❤❛t✬s ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❤♦✇ ❞♦ ✇❡ s❡❧❡❝t ✐t ♣r♦♣❡r❧②❄

❊①❡r❝✐s❡ ❘❡❝♦r❞ ❛ ❢✉❧❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ r✉♥ ✇✐t❤ ntr✐❣ = 100000✳ ❆♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛
✇✐t❤ ❛❧✐❜❛✈❛✲❛♥❛❧②s✐s✳ ❉✐s❝✉ss t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❧♦ts✳ ❲❤❛t ✇♦✉❧❞ t❤❡ ♣❧♦ts ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ✐❢ ♦✉r s❡♥s♦r
s✉✛❡r❡❞ ❢r♦♠ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡❄

✼✳✼✳✺✳✼ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❱♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❈❈❊

▲❛st❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ V❞❡♣ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❈❈❊ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✳

❼ ❲❤❛t ✐s ❈❈❊❄ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✉s❡ ✐t t♦ ❞❡t❡♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r❄

❊①❡r❝✐s❡ ❘❛♠♣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ 0V t♦ 110V ✐♥ 10V st❡♣s ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ▼P❱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣✳
P❧♦t t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ V❞❡♣✳ ❍♦✇ ✇♦✉❧❞ t❤❡ ♣❧♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✇❛s ✐rr❛❞✐❛t❡❞❄
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✼✳✼✳✺✳✽ ❚♦♣✐❝s ❢♦r Pr❡♣❡r❛t✐♦♥✿

❊①♣❡r✐♠❡♥t✿ ▲❍❈ ✰ ❈▼❙✱ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦rs

▲✐♥❦s

■ ❤tt♣s✿✴✴❝❞s✳❝❡r♥✳❝❤✴r❡❝♦r❞✴✶✷✻✵✹✻✺❄❧♥❂❞❡✱ ✈✐s✐t❡❞✿ ✶✸✳✵✹✳✷✵✷✶

■■ ❤tt♣s✿✴✴❝♠s✳❝❡r♥✴❞❡t❡❝t♦r✴✱ ✈✐s✐t❡❞✿ ✶✸✳✵✹✳✷✵✷✶

■■■ ❤tt♣s✿✴✴♦♣❡♥❞❛t❛✳❝❡r♥✳❝❤✴✈✐s✉❛❧✐s❡✴❡✈❡♥ts✴❝♠s✿ ❡✈❡♥t ❞✐s♣❧❛②✱ ✈✐s✐t❡❞✿ ✵✺✳✵✺✳✷✵✷✶

https://cds.cern.ch/record/1260465?ln=de
https://cms.cern/detector/
https://opendata.cern.ch/visualise/events/cms
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✼✳✽ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡s

✼✳✽✳✶ ❚❛s❦s

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t t❤❡ ▲❍❈ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝s q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ②♦✉ ✇✐❧❧ ❝✉st♦♠✐③❡ ❛♥❞ r✉♥
✐♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡♠✳

✶✳ ▲♦♦❦ ❛t ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t ❞✐s♣❧❛②s ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❩ ❜♦s♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦r ❛ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ♣s❡✉❞♦r❛♣✐❞✐t②✱ ❛♥❞ s♣❛✲
t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭∆R✮ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛ss✱ MZ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤✱ ΓZ ✱ ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❢r♦♠ ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠✉♦♥ ♣❛✐rs✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ σZ ✳

✹✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ τZ ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ σZ→µµ ❢♦r
✐ts ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❛ ♠✉♦♥ ♣❛✐r✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✶✿ ■♥ t❤❡ ❊❧❡♠❡tr❛r② P❛rt✐❝❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❈▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞
♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳

✼✳✽✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

→ P❧❡❛s❡ r❡❛❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳✷✳



✼✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❊▲❊▼❊◆❚❆❘❨ P❆❘❚■❈▲❊❙ ✶✼✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷✿ ▼❛ss s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠✉♦♥ ♣❛✐rs r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r ❛t
√
s = 7TeV✳ ❚❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✳

✼✳✽✳✸ ❇❛s✐❝s

✼✳✽✳✸✳✶ ❚❤❡ ❉✐♠✉♦♥ ❙♣❡❝tr✉♠

■♥ t❤✐s ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠✉♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ♠✉♦♥ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✐s s✉✐t❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦
❤❛❞r♦♥✐❝ ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ♠✉♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ❥❡ts✱ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■❢
❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ♠✉♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠✉♦♥✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♠✉♦♥ ♣❛✐r ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥
❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ♦❢ ❞✐♠✉♦♥ ♣❛✐rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝✲
tr✉♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♣❧♦t ❛r❡ ❢r♦♠ ✷✵✶✵✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ▲❍❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r st❛rt❡❞ t❛❦✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
s❤♦✇♥ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss✱ ❛❧s♦ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❧♦t✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠❡s♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♠❛ss❡s ❛♥❞ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡❧② s❡✈❡r❛❧
❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❍❈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞
❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡s✧ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛str♦♥♦♠②✳

✼✳✽✳✸✳✷ ❚❤❡ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ Pr♦❝❡ss

P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss ❬❄❪✳ ❚❤❡ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛r❦ ✇✐t❤ ✐ts ❛♥t✐q✉❛r❦✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ♦r ❛ ❩ ❜♦s♦♥✱
✇❤✐❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ❧❡♣t♦♥✲❛♥t✐❧❡♣t♦♥ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❩ ❜♦s♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐♠②♦♥
s♣❡❝tr✉♠ t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡s♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ s✐♥❝❡ ♠❡s♦♥s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ♣❛✐rs✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❝❛② ✈✐❛ ❛ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠✉♦♥✲❛♥t✐♠✉♦♥ ♣❛✐r✳
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γ* Z,

q

_
q

l

_
l

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸✿ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❉r❡❧❧✲❨❛♥✲♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
q✉❛r❦ ✇✐t❤ ✐ts ❛♥t✐q✉❛r❦✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ♦r ❛ ❩ ❜♦s♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝❛②s
✐♥t♦ ❛ ❧❡♣t♦♥✲❛♥t✐❧❡♣t♦♥ ♣❛✐r✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ t✇♦ ♠✉♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦♥ ❞❡❝❛②s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇
♣❡r❝❡♥t ❬❄❪✳ ❈♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡❝t✐♦♥s✳ ◗✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ♣❛✐rs ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈✐❛ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❢♦r♠ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s
♠❡s♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✸✷✳

❖t❤❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠✉♦♥✲❛♥t✐♠✉♦♥ ♣❛✐r ✇✐t❤✲
♦✉t ❛ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss ❞✐r❡❝t❧② t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛r❡ ♣❛✐r✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛
♠✉♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠✉♦♥ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛ ❞✐♠✉♦♥ ♣❛✐r✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❢♦r ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ τ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐✲τ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❈❡♥tr❛❧
❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♦r t❤❡✐r ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤s✳

✼✳✽✳✸✳✸ ❉❡❝❛② ❲✐❞t❤ ❛♥❞ ▲✐❢❡t✐♠❡

P❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤✱ Γ✱ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ τ ✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ▲✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❡❧❛♣s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r st✉❞② ❤❛s ❞r♦♣♣❡❞ t♦ 1

e ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡✳
Γ ❛♥❞ τ ❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t✐♦♥✿

∆E∆t ≥ ℏ

2
, ✭✼✳✶✶✹✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦

Γ =
1

τ
✭✼✳✶✶✺✮

✐♥ ♥❡✉tr❛❧ ✉♥✐ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞❡❝❛②
✇✐❞t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜ts t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❬❄✱ ❄❪✳

✼✳✽✳✸✳✹ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ❙❤❛♣❡

▲♦♦❦✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ ❛ r❡❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✺✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②
❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞❡t❡❝t♦r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r
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6 4 2 0 2 4 6
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

f(
x
)

Gauss-Verteilung
Breit-Wigner-Verteilung
Voigt-Verteilung

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ Γ = 1 ❛♥❞ M = 0 ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ σ = 1 ❛♥❞ M = 0 ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❱♦✐❣t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡ ❵❋✐♥❛❧ ❙t❛t❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✬✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s♣✉rs ❛♥❞
s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳

❚❤❡ ❱♦✐❣t✲Pr♦✜❧❡
❚❤❡ ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▲♦r❡♥t③✲ ♦r ❈❛✉❝❤②✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜② t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

B(m) =
Γ
2

π
(

(m−M)2 +
(

Γ
2

)2
) , ✭✼✳✶✶✻✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ❍❛❧❢✲✇✐❞t❤ ❛♥❞ M t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ❛ r❡❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦❧❧♦✇ ♣❡r❢❡❝t ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

G(m) =
1√
2πσ

exp−1

2

(m−M)2

σ2
, ✭✼✳✶✶✼✮

✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ σ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✱ M ✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡s✱ ❛s t❤❡② s♠❡❛r ♦✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱♦✐❣t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇r❡✐t✲
❲✐❣♥❡r ✇✐t❤ ❛ ◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

V (m) = (G ∗B)(m). ✭✼✳✶✶✽✮

❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✸✹ ◆♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❜✉t ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st✳



✶✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❋✐♥❛❧ ❙t❛t❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥
■❢ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❡♠✐ts ❛ ♣❤♦t♦♥✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❋✐♥❛❧ ❙t❛t❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■t ❧❡❛❞s
t♦ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r
❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ts
❋✐♥❛❧ ❙t❛t❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✜♥❛❧ st❛t❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❝♦✉rs❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣✉rs✉❡❞
❢✉rt❤❡r✳

✼✳✽✳✸✳✺ P❛rt✐❝✉❧❛r ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉✐♠✉♦♥ ❙♣r❡❝tr✉♠

❚✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❩ ❇♦s♦♥
❚❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✾✽✸ ❛t t❤❡ Spp̄S st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❛t ❈❊❘◆✱ ✐s ❛ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥ ✲ ❛♥
❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✲ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙▼✳ ■t ❝❛rr✐❡s ♥♦
❝❤❛r❣❡✱ ❤❛s s♣✐♥ ✶ ❛♥❞ ✐s ✐ts ♦✇♥ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ❤♦♥♦r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ P❤②s✐❝s ✐♥ ✶✾✽✹✳ ❚♦❞❛②✱ ❜② ❜❡✐♥❣ s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✐t s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② ❬❄❪✿

MZ = 91, 1876± 0.0021GeV,

ΓZ = 2, 4952± 0.0023GeV.
✭✼✳✶✶✾✮

❩ ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ♦r ❧❡♣t♦♥✲❛♥t✐❧❡♣t♦♥ ♣❛✐rs ✇❤♦s❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❩ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❞❡❝❛②s t♦ ❛❜♦✉t ✼✵✪ ❤❛❞r♦♥✐❝✱
✷✵✪ ♥❡✉tr✐♥♦s✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✶✵✪ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❞❡❝❛② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱
♠✉♦♥s✱ ❛♥❞ t❛✉♦♥s✳ ❋♦r ♠✉♦♥s✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✭✸✳✸✻✻ ±✵✳✵✵✼✮✪✳ ❬❄✱ ❄✱ ❄❪✳

❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ✐s τZ,Lit = 2.6379 ± 0.0024 × 10−25 s ❬❄❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♠✉♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❄❪✿

σZ→µµ,Lit = 0, 968± 0, 008(stat.)± 0, 007(syst.)± 0, 018(th.)± 0, 039(lumi.) nb.

❚❤❡ ❏✴Ψ ▼❡s♦♥
❚❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ❝❤❛r♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♥t✐❝❤❛r♠ q✉❛r❦✱ ❝❛❧❧❡❞
✑❝❤❛r♠♦♥✐✉♠✑✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ♠❡s♦♥ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✾✼✹ ❜② t✇♦ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❣r♦✉♥❞❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r♠ q✉❛r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡rs ✇❡r❡ ❤♦♥♦r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ P❤②s✐❝s
✐♥ ✶✾✼✻✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ✐s ❛t✿

MJ/Ψ = 3096, 900± 0.006MeV. ✭✼✳✶✷✵✮

❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ✐s ✐ts ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r✐❧② s♠❛❧❧ ✇✐❞t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠❡s♦♥s
✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❛ss❡s✿



✼✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❊▲❊▼❊◆❚❆❘❨ P❆❘❚■❈▲❊❙ ✶✽✸

ΓJ/Ψ = 92, 9± 2.8 keV. ✭✼✳✶✷✶✮

❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✬st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡✬ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ❞❡❝❛②s
❤❛❞r♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥ ✽✼✳✼✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✻✪ t♦ ❞✐❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ❞✐♠✉♦♥ ♣❛✐rs ❬❄✱ ❄❪✳

❉✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❩ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝❛②s ♦❢ ❩ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥s ✐♥t♦ ❞✐♠②♦♥ ♣❛✐rs✱
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ♣r♦t♦♥ ❜② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡✈❡♥❧② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐ts ❝♦♥✲
st✐t✉❡♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt♦♥s✱ ❜✉t ❢♦❧❧♦✇s ❝❡rt❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❉❋s✮✳
❲❤❡♥ t✇♦ ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥t❛ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦❧❧✐❞❡✳ ■❢
t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♣❛rt♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐t ✐s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥s ✇❡r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s✱ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♠❛ss✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣❛rt♦♥s
✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❡② ❛r❡
str♦♥❣❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❞ ❝❛♣s ♦❢ t❤❡
❈▼❙ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s♠❛❧❧❡r ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ ❢♦r
❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❧❡ss✳

❚❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♠❛ss ♦❢ ❛❜♦✉t 90GeV ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣❛rt♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞s
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t✇♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛♥ ♣❛rt♦♥s
❢♦r♠✐♥❣ ❧✐❣❤t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❩ ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s
t❤❛♥ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥s✳❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ✐s ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥✱ ❧❡ss r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❩ ❜♦s♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts
♦❢ ❛ ❏✴Ψ✲♠✉♦♥ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝❛②
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛ ❩ ❜♦s♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛ ❏✴Ψ ♠❡s♦♥ ❛r❡ s♦
s♠❛❧❧ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♠✉♦♥ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠✉♦♥s✱
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r tr❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

✼✳✽✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✼✳✽✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡t ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧❛❜ ❝♦✉rs❡ ✉s❡s ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♠✉♦♥ ❡✈❡♥ts ❞❡t❡❝t❡❞
✐♥ ✷✵✶✵✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❊❘◆ ❖♣❡♥ ❉❛t❛ P♦rt❛❧ ✽✳ ❖♥ t❤✐s ♣♦rt❛❧✱ t❤❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ▲❍❈ ♠❛❦❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡②
❤❛✈❡ t❛❦❡♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠✳ ■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡s
✶✷✽✶✻✺✷ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ 110GeV✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ 33.02 pb−1❬❄❪✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ✇❤❡r❡ ❡①❛❝t❧②
t✇♦ ♠✉♦♥s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts✱ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥
❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✉♦♥s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ✳❝s✈ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ r❡❛❞✲✐♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❡♠♣❧❛t❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✽▼✉ ♣r✐♠❛r② ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❆❖❉ ❢♦r♠❛t ❢r♦♠ ❘✉♥❇ ♦❢ ✷✵✶✵✿ ❤tt♣✿✴✴♦♣❡♥❞❛t❛✳❝❡r♥✳❝❤✴r❡❝♦r❞✴✶✹✱ ❆❝❝❡ss❡❞✿
▼❛② ✷✽✱ ✷✵✶✼
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❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❥✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦❡s ✇✐t❤ P②t❤♦♥✸ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✾ ✇✐t❤ ♥✉♠♣②✶✵✱ ♠❛t♣❧♦t❧✐❜
✶✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣t♦♦❧ ❦❛❢❡ ✶✷✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♠❡st❡rs✬ ❧❡❝t✉r❡s ❛♥❞
❧❛❜s✳ ■❢ ♥♦t✱ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t✉t♦r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❧✐♥❦s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✼✳✽✳✺ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❊✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❊✈❡♥t ❉✐s♣❧❛②

❆s ❛ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡✱ ❛ ❢❡✇ ❡✈❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐s✉❛❧❧② t♦ ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❈▼❙ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❏✴Ψ
❛♥❞ ❩ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ ❡✈❡♥ts✱ ♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✼✳✽✳✺✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉♦♥s

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ♠✉♦♥s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ pT ✳ ❚❤❡ ♠✉♦♥ ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r pT ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❧✐st❡❞ ✜rst ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬❧❡❛❞✐♥❣ ♠✉♦♥✬✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✉♦♥ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❝❛❧❧❡❞ ✬s❡❝♦♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ♠✉♦♥✬✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ✬t②♣❡✬✳ ❆ ✬❣❧♦❜❛❧ ♠✉♦♥✬ ✐s t❤❡
t❡r♠ ❢♦r ❛ ♠✉♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ tr❛❝❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ tr❛❝❡s ✐♥
t❤❡ ♠✉♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r s✉❝❤ ♠✉♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢❛❧s❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠✉♦♥ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛ ♠✉♦♥ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ♠✉♦♥ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ♠✉♦♥✳ ■❢ ♦♥❧② tr❛❝❡s ♦❢ ❛ ♠✉♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
tr❛❝❦❡r✱ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛❝❦❡r ♠✉♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛❝❦❡r ♠✉♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ❡rr♦♥❡♦✉s❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛ ♠✉♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡st✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱
t❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛s❡t ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❣❧♦❜❛❧ ♠✉♦♥s✳

✼✳✽✳✺✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❩ ❘❡s♦♥❛♥❝❡

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❩ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜tt❡❞ ✕ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✻✵ t♦ 110GeV ✭s❡❡ ✜❣✳ ✼✳✸✺✮ ✕ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts
♠❛ss ❛♥❞ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡♣❛r❛t♦r② st❡♣s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❡ ❱♦✐❣t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ st✉❞②✳ ❆❢t❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛♥❞ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ③ ❜♦s♦♥ ✱MZ ✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤✱ ΓZ ✳

✼✳✽✳✺✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✜ts ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱
✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r
✜t ❛♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✜t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜t ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♣❛ss❡❞ ❛
✈❛❧✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ❢♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐t ❞✉r✐♥❣ ✜tt✐♥❣✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❞r♦♣♣❡❞ s❤❛r♣❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐❞❡ ❜❛♥❞s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ✢❛t✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❩
r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥ r✉♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ s✐❞❡ ❜❛♥❞s✳ ❚♦ t❡st t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❥✉st✐❢②
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❋♦r

✾P②t❤♦♥ t✉t♦r✐❛❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♣②t❤♦♥✲❦✉rs✳❡✉✴♣②t❤♦♥✸❴❦✉rs✳♣❤♣
✶✵◆✉♠♣② t✉t♦r✐❛❧✿ ❤tt♣s✿✴✴❞♦❝s✳s❝✐♣②✳♦r❣✴❞♦❝✴♥✉♠♣②✲❞❡✈✴✉s❡r✴q✉✐❝❦st❛rt✳❤t♠❧
✶✶▼❛t♣❧♦t❧✐❜ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣②♣❧♦t✿ ❤tt♣s✿✴✴♠❛t♣❧♦t❧✐❜✳♦r❣✴t✉t♦r✐❛❧s✴✐♥tr♦❞✉❝t♦r②✴♣②♣❧♦t✳❤t♠❧★

s♣❤①✲❣❧r✲t✉t♦r✐❛❧s✲✐♥tr♦❞✉❝t♦r②✲♣②♣❧♦t✲♣②
✶✷❑❛r❧sr✉❤❡ ❋✐tt✐♥❣ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲❡❦♣✳♣❤②s✐❦✳✉♥✐✲❦❛r❧sr✉❤❡✳❞❡✴⑦q✉❛st✴❦❛❢❡✴❤t♠❧❞♦❝✴

https://www.python-kurs.eu/python3_kurs.php
https://docs.scipy.org/doc/numpy-dev/user/quickstart.html
https://matplotlib.org/tutorials/introductory/pyplot.html#sphx-glr-tutorials-introductory-pyplot-py
https://matplotlib.org/tutorials/introductory/pyplot.html#sphx-glr-tutorials-introductory-pyplot-py
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/kafe/htmldoc/
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✺✿ ❩ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✶ ❛♥❞ 110GeV✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs
♣❧♦tt❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s✳

t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss m̄ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞
❝❤❡❝❦❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ✜t t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✵ t♦ ✹✳

❚❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ χ2 ♦❢ t❤❡ ✜t ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ndf ✳ ■❢ χ2/ndf ≈ 1 ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜t ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ✜t✳ ❆ s♠❛❧❧❡r χ2/ndf ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ✜t✳ ■❢ χ2/ndf > 1✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r χ2/ndf ❜❡❝♦♠❡s✱ t❤❡ ✇♦rs❡ t❤❡ ✜t✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❢♦r t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❤❡r❡ | χ2/ndf − 1 |
❜❡❝♦♠❡s ♠✐♥✐♠✉♠✳

❋♦r t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳

✼✳✽✳✺✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡t❡❝t♦r ❘❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ✜tt✐♥❣ ❛ ❱♦✐❣t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
❩ ❜♦s♦♥ ❝❛♥ ②❡t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇✐❞t❤s ΓZ ❛♥❞ σZ ✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛ ✜t✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐❞t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ΓZ

❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ σZ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜t ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱
❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❙✐♥❝❡ ΓZ ✐s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
σZ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤✐s ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥
∆M ✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❏✴Ψ r❡s♦♥❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛s ✐t ❤❛s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇✐❞t❤✳ ❚♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛ss MT ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

M2
T = 2pT,1pT,2(1− cos θ), ✭✼✳✶✷✷✮
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✇❤❡r❡ pT ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✉♦♥s✳
❋♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛ss ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛ss✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✉♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛♣♣❧✐❡s✿ pT,1 ≈ pT,2 ≈ pT,1+pT,2

2 =: pT✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ∆M ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ∆pT ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡s❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✷✷✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❢♦❧❧♦✇✿

∆M2 = 2M∆M = 4pT∆pT(1− cos θ) ✭✼✳✶✷✸✮

❛♥❞

∆M

M
=

∆pT
pT

✭✼✳✶✷✹✮

❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✿

∆MZ =MZ
∆pT
pT

|pT,Z
. ✭✼✳✶✷✺✮

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ pT✱ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ∆M ✱ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡s✲
♦♥❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ r❛♥❣❡s ♦❢ pT ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✷✹✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ pT ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜✐♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦
✉s❡ t❤❡ ❏✴Ψ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s st✉❞② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛ ❧♦t ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡st pT s♣❡❝tr✉♠
♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡ ❜❛♥❞s✳ ❆♥❞ ✐ts ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✼✳✽✳✺✳✺ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ❩ ❘❡s♦♥❛♥❝❡

❖♥❝❡ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛ ✜t t♦
t❤❡ ❩ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✸✻✳

❈♦♠♣❛r❡ ②♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ❄❄✳ ❈❛♥ ②♦✉r r❡s✉❧ts ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❢♦r MZ ❛♥❞ ΓZ❄ ❲❤②❄ ❉✐s❝✉ss✳

✼✳✽✳✺✳✻ ❚♦♣✐❝s ❢♦r Pr❡♣❛r❛t✐♦♥

❊①♣❡r✐♠❡♥t✿ ▲❍❈ ✰ ❈▼❙✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥s✱ ❞✐♠✉♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✰ ❉r❡❧❧✲❨❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❩ ❜♦s♦♥✱
❏✴Ψ ♠❡s♦♥✱ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
s✐❣♥❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣s❡✉❞♦r❛♣✐❞✐t②✱ ❛♥❞ ∆R✮✱ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ MZ ✱ ΓZ ✱ τZ ✱ σZ→µµ✱ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✴ ❝❤✐✲
sq✉❛r❡
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Fit Info
—
(Voigt + f )(m; N, MZ, σ, Γ, a, b, c) =:

N = 3490 ± 120
MZ = 90.912 ± 0.064

σ = 1.232 ± 0.07

Γ = 3.02 ± 0.23

a = 85.9 ± 3.3

b = −1.8 ± 0.14

c = −0.0019 ± 0.0074

(Voigt + f )(m; N, MZ, σ, Γ, a, b, c) =

Signal und Untergrund

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✻✿ ❋✐t ♦❢ ❛ ❱♦✐❣t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❩ r❡s♦♥❛♥❝❡✳
❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜t✳



✶✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

✼✳✾ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ γ✲❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

✼✳✾✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ γ✲s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ 22◆❛✱ 137❈s ❛♥❞ 57❈♦ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞❡t❡❝t♦rs ✭◆❛■✲❞❡t❡❝t♦r
❛♥❞ ●❡✲❞❡t❡❝t♦r✮✳ ❊♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡❛❦s✳

✷✳ ❚✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ 22◆❛ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❞❡❧❛② ✉♥✐t✳

✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ γ✲s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ 60❈♦ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳

✹✳ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ 60❈♦ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❝✉ts✳ ❲❤✐❝❤ ❞❡❝❛② s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❞❡❝❛②❄ ❆r❡ t❤❡r❡ ♦t❤❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s❄

✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❡✲❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ◆❛■
❞❡t❡❝t♦r✳ ❊①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡❄

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✼✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ γ✲s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ②♦✉ s❡❡ t❤❡ ●❡✲❞❡t❡❝t♦r
✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❉❡✇❡r✱ t❤❡ ◆❛■ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s
❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡r✳

✼✳✾✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ♥✉❝❧❡✉s ❡♠✐ts gamma q✉❛♥t❛✱ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛❢t❡r ❛ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ α ♦r β✲❞❡❝❛② ♦r
❛❢t❡r ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ st❡♣✳
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ♦♥❡ s♣❡❛❦s ♦❢ ❛ γ✲❝❛s❝❛❞❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❝❝✉r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ γ✲s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✽✿ P♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ t✇♦✲γ ❞❡❝❛②✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛♥
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ❢♦r
❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

✼✳✾✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ γ✲❞❡t❡❝t♦rs ✭◆❛■ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ●❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❝♦✉♥✲
t❡rs✮ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② s✐❣♥❛❧s ❛r❡ r❡❛❞ ❜② t✇♦ ❆❉❈s✳ ■❢ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢
❛❜♦✉t ±2µs✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ❜② ❛ ❚❆❈ ✭❚✐♠❡✲t♦✲
❆♥❛❧♦❣ ❈♦♥✈❡rt❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ❆❉❈✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ γ✲❡✈❡♥t ❝♦♥s✐sts ❡✐t❤❡r ♦❢ ♦♥❡
❆❉❈ ✈❛❧✉❡✱ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s✐❣♥❛❧✱ ♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐❢ ❜♦t❤ ❞❡t❡❝t♦rs tr✐❣❣❡r❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ±2µs✳ ❚❤❡ ❆❉❈ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ st♦r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚❆❈ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ✜rst✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠❛t ♦❢
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❣r❛♠ ❘❖❖❚ ✭❤tt♣✿✴✴r♦♦t✳❝❡r♥✳❝❤✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❞❛t❛
✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❡✈❡♥t ❤❛s ❛♥ ❡♥tr② ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❆❉❈s✳ ■❢ ❛♥ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❆❉❈s ✭t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✜❧❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❡✈❡♥t ✭❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡✈❡♥t✮✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡
♦♥❧② ♦♥❡ ❡♥❡r❣②✲❆❉❈ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡♥tr②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❆❉❈ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡t t♦ ✵✳

❲✐t❤ ❘❖❖❚ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ ♥♦t ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ s♣❡❝tr❛✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡✈❡♥ts✱ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣
❢♦r ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❜♦t❤ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❆ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦
❘❖❖❚ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ❆❉❈s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤
❦♥♦✇♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ γ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✜♥❞ ♦✉t
✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❛s❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ 60❈♦ s♦✉r❝❡✳

60❈♦ ✐s ❛ β−✲❡♠✐tt❡r ✇✐t❤ t✇♦ γ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✼✸▼❡❱ ❛♥❞ ✶✳✸✸✷▼❡❱✮✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣❡❝tr❛✳ ❋♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✽✳ ■♥ ❝❛s❡ ❛✮ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t β✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ γs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ❜✮ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ β✲❞❡❝❛② t♦
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✾✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ γ✲s♣❡❝tr♦s❦♦♣② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❆❉❈s✳

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t γs ❢♦r♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡✳ ■❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✲❧✐✈❡❞✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♦❢ 60❈♦ ✇✐t❤ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡
♦❢ 10−12 s✱ ❜♦t❤ ♣❤♦t♦♥s ❛♣♣❡❛r ✈✐rt✉❛❧❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤
t❡sts t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ γ✲
s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛ ❝❛s❝❛❞❡✱ t❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t♦r s❡❡s ♦♥❧② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ❛✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤♦s❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❇♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡
✐s ♥♦t t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡s t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✾✳ ❇♦t❤ ❞❡t❡❝t♦r
❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ s♣❧✐t ❜② ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡rs ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐❣♥❛❧ ✐s s❤❛♣❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣② ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♣❛ss❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❆❉❈ ❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❆❉❈
❜♦❛r❞ ❤❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦rs✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ tr✐❣❣❡r s✐❣♥❛❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❛st t✐♠✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❛ ❈♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r
t♦ t❤❡ ❚❆❈✳ ❚❤❡ ●❡✲❞❡t❡❝t♦r s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❚❆❈ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛■✲❞❡t❡❝t♦r s✉♣♣❧✐❡s
t❤❡ st❛rt s✐❣♥❛❧✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ st❛rt s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡s ❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st♦♣ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡❧❛② ✉♥✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❡✲❜r❛♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡❧❛② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✹✳✼✺µs✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛❝❝❡♣ts s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❖♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s
♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐s ♠❛❞❡✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ ❛❧❧ ✜✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼ ❛❢t❡r t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈✐❛ s♦❢t✇❛r❡ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝✉ts✳



✼✳✾✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ γ✲❈❖■◆❈■❉❊◆❈❊ ❙P❊❈❚❘❖❙❈❖P❨ ✶✾✶

■❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣❡t✐❝ 60❈♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞
✭s❡❧❡❝t❡❞✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ●❡✲
❞❡t❡❝t♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② γs✳ ■♥ ❛ r❡❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡rs ❛❧s♦ s♦♠❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣❡t✐❝ γs✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝✉t✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❊q✳ ✼✳✶✷✻
s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ τ = 5µs ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ A = 2 · 105 ❇q t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ r❡❛❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

NZ = τA ·N1 ·N2 = τA · ϵ1 · ϵ2 ·A2 ✭✼✳✶✷✻✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs εi ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❧ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛t✐♦✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❛❝t✐✈✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ s♠❛❧❧✳ ■t ✐s ❜❡tt❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② ❡✈❡♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠✳

✼✳✾✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧✐❞❡s 22◆❛✱ 57❈♦✱ ❛♥❞ 137❈s✱ ✇❤♦s❡
γ✲❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦ ♣❡❛❦s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ 22◆❛ s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ✉♥✐t✳
❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ s♣❡❝tr✉♠✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ 60❈♦ ✐s ♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ♣❡❛❦s✱ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ 60❈♦ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❍❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✷❉ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts
✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❆r❡ t❤❡r❡ ♣♦ss✐❜❧② st✐❧❧ ♦t❤❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s❄

✼✳✾✳✺ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
γ✲s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✿ ❬✶❪✱ ❬✷✻❪
❉❡t❡❝t♦r❡s✿ ❬✶✾❪✱ ❬✷✻❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✿ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪



✶✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

✼✳✶✵ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ ❈♦s♠✐❝ ▼✉♦♥ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆
❊①♣❡r✐♠❡♥t

✼✳✶✵✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❋✐♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠♦❞✉❧❡s✳

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ st♦♣♣❡❞ ♠✉♦♥s✳

✸✳ ■♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ r❛t❡✳

✹✳ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❣♦✐♥❣ ♠✉♦♥ tr❛❝❦s ❛♥❞ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆
❞❡t❡❝t♦r✳

✼✳✶✵✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ②♦✉ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥s ❢r♦♠ ❛✐r s❤♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ✭❑❆r❧sr✉❤❡ ❚❘■t✐✉♠ ◆❡✉tr✐♥♦✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss ✇✐t❤ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳

✼✳✶✵✳✸ ❇❛s✐❝s

✼✳✶✵✳✸✳✶ ❚❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ β− ❞❡❝❛②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr✐t✐✉♠ ❛t♦♠ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛
❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛r❜✐✲
tr❛r✐❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦✱ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ β✲❞❡❝❛②✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣♦ss❡ss ❛❧♠♦st ♦♥❧② ✐ts r❡st ❡♥❡r❣②✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❡♥❡r❣② ✇❛s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❝❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❆ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠✉♦♥s ❢r♦♠ ❛✐r s❤♦✇❡rs✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡✐r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳✶✶✳✸✳ ■❢ ♠✉♦♥s ❢r♦♠ ❛✐r s❤♦✇❡rs ❤✐t t❤❡ t❛♥❦
✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s
t❤❛t ♠✐❣❤t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❚❤❡ tr✐t✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇❧❡ss ❣❛s❡♦✉s tr✐t✐✉♠ s♦✉r❝❡ ✭❲●❚❙✮✳
■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✶✵♠ ❧♦♥❣ t✉❜❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✾ ❝♠✳ ❚r✐t✐✉♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢❡❞ ✐♥t♦ ✐ts ❝❡♥t❡r
❛♥❞ ♣✉♠♣❡❞ ♦✉t ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s✳ ■t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♥❡✉tr❛❧ tr✐t✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱
❝r❡❛t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✵✿ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t



✼✳✶✵✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❈❖❙▼■❈▼❯❖◆ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ■◆ ❚❍❊ ❑❆❚❘■◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✶✾✸

t❤❡ ❞❡❝❛② ❡❧❡❝tr♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡✲s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❍❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r t♦ ❧❡t ♦♥❧②
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❇♦t❤ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ▼❆❈✲❊ ✜❧t❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♦❧❡♥♦✐❞
♠❛❣♥❡ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡rts t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❧♦✇❡st ✢✉① ❞❡♥s✐t②✱ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡t❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
✢♦✇✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❧② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥
❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❋♦❝❛❧ P❧❛♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ✭❋P❉✱ ✶✹✽✲♣✐①❡❧ P■◆✲❞✐♦❞❡ ❞❡t❡❝t♦r✮✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❡✈❡♥t
r❛t❡ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡t❛r❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✼✳✶✵✳✸✳✷ ▼✉♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡

❋♦✉r s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡✐❣❤t ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ s❡r✈❡ ❛s t❤❡ ♠✉♦♥ t❡❧❡✲
s❝♦♣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✹✶✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❞❡t❡❝t ♠❛✐♥❧② ♠✉♦♥s ✇❤♦s❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❛ss❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✈❡ss❡❧✳ ❚✇♦ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❡❛❝❤ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t✇♦ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ✇❡st ✭t♦♣✮ ✕ ❡❛st ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ❛♥
❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 45◦ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✼✳✹✷✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇r❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢♦✐❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦♠ ❧✐❣❤t ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✇r❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❢♦✐❧✳

✼✳✶✵✳✸✳✸ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❈r❛t❡ ✭❉❆◗✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ r❡❛❞
♦✉t ❜② t❤❡ ❖❘❈❆ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ r❡❛❞ ♦✉t ❡❛❝❤ ❡♥❞
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r P▼❚s ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❞ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛ss✐✈❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❡✈❡♥t✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛♥♥❡❧✮ ♦❢ t❤❡ P▼❚✲❣r♦✉♣✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t❡❞
❡♥❡r❣② ❛r❡ st♦r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❜✉♥❞❧❡❞ ✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r✉♥s✱ ✇❤❡r❡ ❛ r✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞✐♥❣✱ r✉♥s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ✶✵✵ ♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳

✼✳✶✵✳✸✳✹ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s

❆ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❢❡rs t♦ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✉♦♥✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡❞✳ ❖♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡✬s ❡♥❞s✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ P▼❚✲❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❞✉❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❣❤t ♣❛t❤s ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❡♥❞s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✐s ♥♦✇ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛
▲❛♥❞❛✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣❡t✐❝ r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❆ ♠②♦♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤
s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❣r♦✉♣s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥✐♦✉s❧② s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r P▼❚ ❣r♦✉♣s✱ r❡❞✉❝❡s
r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡✈❡♥ts ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✳



✶✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♣❤♦t♦✲♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸✳✶✺♠✱ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✻✺♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
✵✳✵✺♠✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✷✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ▼❛✐♥ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r
✈❡ss❡❧✳



✼✳✶✵✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❈❖❙▼■❈▼❯❖◆ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ■◆ ❚❍❊ ❑❆❚❘■◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✶✾✺

❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠✉♦♥s ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦r ❡✈❡♥
❜❡tt❡r t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ ♣❧❛♥❡s✱ ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❜❡❤✐♥❞ ✐t ❛♥❞ ❞❡❝❛②✳ ■♥ t❤✐s
❞❡❝❛② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r
❞✐r❡❝t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r s❤♦rt t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

✼✳✶✵✳✹ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✼✳✶✵✳✹✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❧❡ss ❛❜♦✉t s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳
■❢ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❜❡❧♦✇
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✜rst✱ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s
♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❢♦r ❡✈❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❞❞ ✉♣ t❤❡
❡♥❡r❣✐❡s t♦ t❤❡ s✉♠ ❡♥❡r❣②✳ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♠✉♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡ ❧❡✈❡❧s✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢♦r s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❡✳❣✳ ✶ ✲ ✶✵µs✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ✇✐t❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❜♦t❤ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r
♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t✐♠❡
s♣❡❝tr✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

N(t) = N0e
−t/τ ✭✼✳✶✷✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✈❡♥t r❛t❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❍❡r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛✐r ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❛t❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ ❤♦✉r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠
✢✉❝t✉❛t✐♦♥ r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✜♥❡r ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞s r❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉♦♥ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❡✈❡❧s ♠✉st ✜rst ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ✜rst ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♠♦❞✉❧❡
♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ♠✉♦♥s ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞
t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r t❛♥❦ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ tr✐❣❣❡r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛♥❦ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡s❡ s❡❝♦♥❞❛r②
❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡tt✐♥❣✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t r❛t❡✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❡✈❡♥ts
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❡t❡❝t♦r✳

✼✳✶✵✳✹✳✷ ❙♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❇❛s✐❝s ♦❢ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❝r✐♣ts ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ r✉♥ ✐♥ ❏✉♥✐♣❡r▲❛❜✱ ❜✉t ♠✉st
❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛r❡ ❛❧s♦ st♦r❡❞ ✐♥
❏✉♥✐♣❡r▲❛❜✳

✼✳✶✵✳✺ ❉❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆❧❧ ❞❛t❛ ♠✉st ✜rst ❜❡ ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❱❛r✐♦✉s ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
r❛✇ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✭❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✮ ✐♥t♦ ❡✈❡♥ts ❛♥❞



✶✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

s❛✈❡❞ ✐♥ ❛ t❡①t ✜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡✈❡♥t t✐♠❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✱ ♦r
❥✉st t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s✿ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P▼❚ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠♦❞✉❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥
♠♦❞✉❧❡ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❣♦✐♥❣ ♠✉♦♥ tr❛❝❦s ✐♥ ❜♦t❤ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t
❡✈❡♥ts✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ st♦♣♣❡❞
♠✉♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢♦♦r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❛❧❧✱ ♦r t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❑❆❚❘■◆
❞❡t❡❝t♦r✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✉st ✜rst ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ P▼❚ ❣r♦✉♣s t♦ t❤❡ r❡❛❞♦✉t
❝❛r❞s ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❉❆◗ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤✐s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r
♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t✇♦ P▼❚ ❣r♦✉♣s✳ ❊❛❝❤ P▼❚ ❣r♦✉♣ ✐s r❡❛❞ ♦✉t ✈✐❛ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❆❉❈
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦✉r P▼❚ ❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛r❡ r❡❛❞ ♦✉t ❜② ♦♥❡ ❆❉❈ ❝❛r❞✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✹ ❛♥❞ ✽✱ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛r❡ t♦❣❡t❤❡r ♦♥ ♦♥❡ ❝❛r❞✱
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✉♣♣❡r ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✻ ❛♥❞ ✼ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛r❞✳
❆❢t❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜❧t❡r❡❞✱ ❛ t✐♠❡st❛♠♣ ✇✐t❤ ✶✵✵ ♥s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❛❧✇❛②s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ♠✉st t❤❡♥
❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥❞s✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤✐s✱ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s ✉♣ t♦ ✇❤❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐s t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❝✉t ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s
s♣❡❝tr✉♠ t♦ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡ ❡✈❡♥ts✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❡❛r❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❤❡r❡ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✐t
✐s ♦♥❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✇❤❡t❤❡r ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥✐♦✉s
❡✈❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❧❛♥❡s t❤❛t ♠❡❡t t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❙✉❝❤
❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛❝❦ ♦❢ ❛ t❤r♦✉❣❤ ❣♦✐♥❣ ♠✉♦♥✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♠✉♦♥s ❛❣❛✐♥ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❍❡r❡✱ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s♦✉❣❤t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❛❣❛✐♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡✈❡♥ts✳
❖♥❧② t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✶✵µs ❛❢t❡r ❛ ♣r❡❝❡❡❞✐♥❣ ♠✉♦♥ tr❛❝❦ ❛r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤❡r❡✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜t
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✷✼ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥s✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✉♦♥ r❛t❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ r✉♥s
❛r❡ r❡❛❞ ✐♥✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ st❛rt t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❤♦✉r st❡♣s ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡✈❡♥ts✳

❼ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❛❞ ✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❡❛r❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✉♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❛t❛
✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡st❛♠♣s t❤❛♥ t❤❡ ♠✉♦♥ ❞❛t❛✳ ❍❡r❡✱ t♦♦✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ st❛rt t✐♠❡ ♠✉st ❜❡
❞❡✜♥❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛ ❧♦♦♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ r✉♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✉♦♥
❡✈❡♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❛t❛ ❢♦r ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢r♦♠
✷✵µs ❜❡❢♦r❡ t♦ ✶✵✵µs ❛❢t❡r t❤❡ ♠✉♦♥ ❡✈❡♥t ❛♥❞ s❛✈❡s t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❑❆❚❘■◆
❞❛t❛ ✐s t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✬s ✇❛❧❧ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♦♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❆❚❘■◆ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s❡tt✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦
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♠❛ss✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① t✉❜❡ ✐s ✉s❡❞ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s t❤❡ tr✐t✐✉♠ β✲❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
■t ❞♦❡s ♥♦t t♦✉❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛❧❧✱ s♦ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧
❜② t❤❡ ♠✉♦♥s ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✐r ❝♦✐❧s ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✢✉① t✉❜❡ ❡①♣❛♥❞s ❡①tr❡♠❡❧② ❛♥❞ t♦✉❝❤❡s t❤❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❣✉✐❞❡❞
t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ❝❧❡❛r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡
❑❆❚❘■◆ ❞❡t❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

✼✳✶✵✳✻ ❚♦♣✐❝s ❢♦r ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❊①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❑❆❚❘■◆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥s✱ ♠✉♦♥ ❞❡❝❛②✱ ✳✳✳ P②t❤♦♥ ❜❛s✐❝s ✭s✐♠♣❧❡
❧♦♦♣s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡s P❛♥❞❛s✱ ◆✉♠♣②✱ ❙❝✐♣② ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜t✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳

https://www.katrin.kit.edu/
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✼✳✶✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥s

✼✳✶✶✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs

✷✳ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠

✭❛✮ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ♠✉♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✴♣♦s✐tr♦♥s

✭❜✮ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞✉❧❡s

✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s

✹✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥

✺✳ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✸✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ st❛❝❦ ♦❢ t❤r❡❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧s ✐s s❡❡♥
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✳

✼✳✶✶✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✶✶✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ♣❛rt❧② ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣❛rt❧② ✐♥ t❤❡ ❙✉♥✱ ❝♦♥s✐st ♣r❡❞♦♠✲
✐♥❛♥t❧② ♦❢ ♣r♦t♦♥s ✭❛❜♦✉t ✽✺✪✮✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ α ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❛❜♦✉t ✶✷✪✮✱ ❛♥❞
✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐ ✭❛❜♦✉t ✷✪ ✐♥ t♦t❛❧✮✱ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ γ q✉❛♥t❛✳
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■t ✐s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 106 ❡❱ t♦ 1021 ❡❱✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❢♦r♠

E0 = 1016 eV

N(> E) = K ·
(

E

E0

)−γ

K = 3 · 10−4m−2h−1 ✭✼✳✶✷✽✮

γ = 1.7...2.1

N(> E) ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ E✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① γ ❝❤❛♥❣❡s
❛r♦✉♥❞ 4 · 1015 ❡❱✱ ❛t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧❦♥❡❡✧✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤✐ts t❤❡ ❊❛rt❤✬s ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥✐t✐❛t❡ ❢✉rt❤❡r r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ■t ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❛❧t✐t✉❞❡✳ ❆t s❡❛ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
❧❡❢t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✿ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡♦♥s ✜rst ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ ❛✐r ♥✉❝❧❡✐ ✈✐❛ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦s❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r②✱ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
♥✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞ ♣✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥✐t✐❛t❡ ❢✉rt❤❡r s♣❛❧❧❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s st♦♣ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤❛❞r♦♥s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡
♣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛t ✸✵✵▼❡❱✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡♦♥ t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❤♦✇❡r ♦❢ ✈❡r② ♠❛♥②
str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ❝❛s❝❛❞❡✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❊❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣✐♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ♠❛❦❡ ✐t ❛❧❧ t❤❡ ✇❛②✳

❚❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❛s❝❛❞❡ ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡② q✉✐❝❦❧② ❞❡❝❛② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②
✐♥t♦ t✇♦ γ q✉❛♥t❛✳

π0 → 2γ τ = 8.4 · 10−17 s. ✭✼✳✶✷✾✮

❚❤❡ ❞❡❝❛② ✐s ✈❡r② ❢❛st✱ s♦ ✐t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❛s❝❛❞❡✳

❚❤♦s❡ ✈❡r② ❡♥❡r❣❡t✐❝ γ q✉❛♥t❛ ❛r❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s✲
❝❛❞❡✳ ❆t t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥
❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ ♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs
✭s❡❡ ✸✳✷✳✷✳✸✮ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r✳ ❊①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡ ❧❡♣t♦♥s ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ γ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✳ ❚❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t ❞❡✈✐❛t❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
q✉❛♥t✉♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳

▲❡♣t♦♥s ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐♥ ♠❛tt❡r ❡✐t❤❡r ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✳✶✮ ♦r ❜② ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
✭❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✳✷✮✳ ❆t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
Z2 ·E✱ ✇❤✐❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣♦❡s ✇✐t❤ Z · ln(E)✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② ❛t 800/Z▼❡❱✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❢❛st ❧❡♣t♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ ❇r❡♠sq✉❛♥t❛✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❇r❡♠sq✉❛♥t❛ ♣r♦❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r
❧❡♣t♦♥ ♣❛✐rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝r❡❛t❡ γ q✉❛♥t❛✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡♣t♦♥s ❞♦✉❜❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆ s❤♦✇❡r ♦❢ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ γ✲q✉❛♥t❛ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❝❛❞❡ ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♦r ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✮
♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❖♥❧② ❛t ♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣✐❡s > 1012 ❡❱ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛✐r
s❤♦✇❡rs r❡❛❝❤ s❡❛ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s ❞❡❝❛② ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠✉♦♥s ❛♥❞ ♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s✳



✷✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

π+ → µ+ + νµ τ = 2, 60 · 10−8 s ✭✼✳✶✸✵✮

π− → µ− + ν̄µ

❚❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❛s❝❛❞❡✳ ❇✉t ❛❧s♦ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤
❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❀ ❛❣❛✐♥ t❤❡② ❤❛r❞❧② r❡❛❝❤ t❤❡ ❊❛rt❤✳

❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣✐♦♥ ❞❡❝❛②s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ♥✉❝❧❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s
❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
▲✐❦❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❝❛❞❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ♠❛ss✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✐s 4 · 104 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r ✭s❡❡
❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✳✷✱ ❊q✳ ✸✳✾✮✳ ❚❤❡✐r r❛♥❣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡
❡❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❡♥❡tr❛t❡ ❞❡❡♣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❛rt❤✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♠✉♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❛② ✈✐❛ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♦r
♣♦s✐tr♦♥✮ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s✿

µ+ → e+ + νe + ν̄µ τ = 2.19 · 10−6 s. ✭✼✳✶✸✶✮

µ− → e− + ν̄e + νµ

❚❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡

♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ ♠✉♦♥s✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞
❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ q✉❛♥t❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❝❛❞❡s✳ ❖♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛②
♦❢ ♠✉♦♥s✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✶✸✶✱ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠✉♦♥ tr❛✈❡❧s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ✻✵✵♠✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ♠✉♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝r❡❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡❝❛②✳ ■t ✐s t♦♦ s❤♦rt t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉♦♥s ❛t t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s
✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❚❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ r❡st s②st❡♠ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✈ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t✐♠❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τE ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❡❛rt❤ ✐s ❧♦♥❣❡r✳

τE =
1√

1− v2

c2

· τ = γ · τ ✭✼✳✶✸✷✮

γ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✱ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ■❢ E ✐s t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ Ekin ✐s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ m0 t❤❡ r❡st ♠❛ss✱ s♦ ✐s

γ =
E

m0 c2
=
Ekin +m0 c

2

m0 c2
=

1
√

1− v
c
2
. ✭✼✳✶✸✸✮

❋♦r ❡①tr❡♠❡❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱
❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

γ ≈ Ekin

m0 c2
✭✼✳✶✸✹✮

■♥ ♥✉♠❜❡rs✿ ❢♦r ❛ ♠✉♦♥ ♦❢ ✶✵●❡❱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦♥ ❊❛rt❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵✵ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥
✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ♠✉♦♥ ❞❡❝❛②s ♦♥❧② ❛❢t❡r ❛ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✻✵ ❦♠ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ❛
❣♦♦❞ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✹✿ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ π+ ❛♥❞ ❤❡❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ µ+✳

✼✳✶✶✳✹ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r

❚❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♠✉♦♥s ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐♥ ♠❛tt❡r t❤r♦✉❣❤ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❖♥❧②
❛t ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ●❡❱ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❛❧s♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r r❛♥❣❡✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝♦♠❡ t♦ r❡st✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉♦♥s ❜❡❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥❧② ❜② t❤❡✐r ♠❛ss✱ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡
❛t♦♠s ♠♦st❧② ✐♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ✐♥ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ✉♥❞❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s✳
❚❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇s t❤✐s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦
t❤❡ ❑✲❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛
s❡❝♦♥❞ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♣❡♥s ❢♦r t❤❡ µ−✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳ ■♥
❈✉✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s τ = 0.163µs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s str♦♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱
✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦♥❡ r❡❝♦r❞s ❛❧♠♦st ♦♥❧② µ+✱ s✐♥❝❡ t❤❡ µ− ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳ ■♥ ❈✉✱ t❤❡② ❛r❡
♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❜s❡♥t ❛❢t❡r ❛ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞✳

❆t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉♦♥s ❝❛♣t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧s✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❜✉✐❧❞ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ µ+ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞
♠✉♦♥✐✉♠✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♦♥✐③❡❞✱ r❡❜✉✐❧t✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ ♠✉♦♥✐✉♠ ✐s ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ ❛t♦♠s ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ✜♥❛❧❧② t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐s s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠✉♦♥✳ ❉❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss❡s t♦ ❛ ❢❡✇ ❦❡❱ t❛❦❡s ❛❜♦✉t 10−10 s✳ ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡
❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✐✉♠ ❧❛st ❛❜♦✉t 5 · 10−13 s✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✐t st✐❧❧ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✵ ❡❱✳ ❆t t❤✐s ❡♥❡r❣②✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧✐③❡s ✇✐t❤✐♥ ❛♥♦t❤❡r 10−12 s✳

✼✳✶✶✳✺ ▼✉♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ ♠✉♦♥s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ s♣✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r t❤❡ µ+ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❱✲❆ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❤❡❧✐❝✐t②✱ ✐✳❡✳ s♣✐♥ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ❛♥t✐♣❛r✲
t✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❤❡❧✐❝✐t✐❡s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ β = v/c✳
π+ ❤❛s s♣✐♥ ✵ ❛♥❞ νµ ❛s ❛ ✭♥❡❛r❧②✮ ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❤❡❧✐❝✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ µ+ ❤❛s ♥♦ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ ❜❡ ❡♠✐tt❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❤❡❧✐❝✐t②✱ ✐✳❡✳ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♣✐♦♥ ❞❡❝❛②s r❛r❡❧② ✭≈ 10−4✮
✐♥t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t❡r ❧❡♣t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✇r♦♥❣
❤❡❧✐❝✐t② ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥✬s r❡st ❢r❛♠❡ ✐s

Wµ =
(mπ c

2)2 + (mµ c
2)2

2mπ c2
✭✼✳✶✸✺✮

❚❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ✐s ✶✹✵ ❡❱✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✶✵✻▼❡❱✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ♠✉♦♥ ♦❢ ✶✶✵▼❡❱✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ✹▼❡❱ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❖♥ ❊❛rt❤✱ t❤❡ ♠✉♦♥s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥✬s ✢✐❣❤t ♦r ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣✐♦♥s ✢② t♦✇❛r❞
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶●❡❱✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦✈✐♥❣ ♠✉♦♥s ❤❛✈❡ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✾✾✽▼❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❤❛✈❡ ✻✻✷▼❡❱✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣ ✐s
♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐t✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥s ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡✐r r❡st ❢r❛♠❡✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠✉♦♥s
✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢
♠✉♦♥s ✐s ♥♦t ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ♠✉♦♥s ✇❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st♦♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❈✉ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❧♦st ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ▼❡❱ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❈✉✱ ❜✉t
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡✐r ✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡ ♠✉♦♥s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❈✉ ❤❛❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ●❡❱ r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞ ❜✉t ✜♥✐t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r✇❛r❞ ♦r ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥✬s r❡st ❢r❛♠❡✳ ❋r♦♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♥❧② ❛
❧✐tt❧❡ ❜✐t✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❆ ♠✉♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✭t♦t❛❧✮ ❡♥❡r❣② ✶ ●❡❱ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✳✵✵✷ ●❡❱ ❢♦r ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❞❡❝❛②✱ ❢♦r ❛
❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❡❝❛② t❤❡ ♣✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ✶✳✻✼●❡❱✳

❚❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ st♦♣♣❡❞ ♠✉♦♥s ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② ❜② ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞
❞❡❝❛②s ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣✐♦♥s ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✶✷✽✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ µ+ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s
t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✐❣❤t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥❡
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ P = −1/3 ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s♠❛❧❧❡r✱ ❜✉t ❛❧✇❛②s ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳

❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠❛tt❡r
❛❢t❡r t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❤❛♣♣❡♥s s♦ ❢❛st t❤❛t t❤❡ ♠✉♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r ❢r❡❡ ♦r
❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉♦♥✐✉♠✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ♣r❡❝❡ss ✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞
t❤✉s ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛❢t❡r t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠✉♦♥
r❡♠❛✐♥s ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ ✐♥ t❤✐s st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞s✳ ■♥
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♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡t❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❈✉✱ ✐t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ✶✴❡ ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❧♦♥❣✳ ❋♦r
❈✉ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✺✵µs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♠✉♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳

✼✳✶✶✳✻ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♠✉♦♥ ❞❡❝❛②

❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ µ+ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ µ+ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

dN

dε dΩ
=
ε2

2π
· [(3− 2ε)− P · (1− 2ε) · cos θ] ✭✼✳✶✸✻✮

✇❤❡r❡ ε = E/Emax ✐s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ Emax = mµc
2/2✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❛

♣♦s✐tr♦♥ ❝❛♥ ❝❛rr② ❛✇❛② ✐♥ ❛ ❞❡❝❛②✱ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✳ P ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✳

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

dN

dε dΩ
= a · (1 + b · cos θ) ✭✼✳✶✸✼✮

b ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ r✉♥s ❢r♦♠ b = −1/3 ❛t ε = 0 t❤r♦✉❣❤ b = 0 ❛t ε = 1/2 t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ b = 1 ❛t ε = 1✳ ■t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β+ ✐s ♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ µ+✿ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡✳ ❯s✉❛❧❧② ♣♦s✐tr♦♥s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♦♥❡s ❞♦ ♥♦t
r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛t ❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞s✳ ❲❤❡♥
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✶✸✼ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

dN

dΩ
= k · (1 +A · cos θ) ✭✼✳✶✸✽✮

k ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐t ✐s A = P/3✳ ❯s❡✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
✉♣♣❡r ❤❛❧❢ r❡s✉❧ts ✐♥ A = 0.44P ✳ ❋♦r st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞s A ✐♥❝r❡❛s❡s ❢✉rt❤❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐t A = P ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❤✐❣❤ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛t ✐ts
♠❛①✐♠✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ✐s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ t❤❡
❛s②♠♠❡tr② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❡✳❣✳ t♦ ❤❛❧❢ ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡✳

✼✳✶✶✳✻✳✶ ❚❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J⃗ ✳

µ⃗ = γ · J⃗ ✭✼✳✶✸✾✮

✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B⃗ ❤❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

dJ⃗

dt
= µ⃗× B⃗ ✭✼✳✶✹✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣r❡❝❡❞❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②



✷✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

ω = γ ·B ✭✼✳✶✹✶✮

❚❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡
❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s

γ =
g · µB
ℏ

✭✼✳✶✹✷✮

❲❤❡r❡ µB ✐s t❤❡ ❇♦❤r ♠❛❣♥❡t♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤✐s ✐s

µB(Electron) =
e · ℏ
2 ·me

= 9, 273 · 10−24 J

T
✭✼✳✶✹✸✮

❢♦r ❛ ♠✉♦♥

µB(Muon) =
e · ℏ
2 ·mµ

=
me

mµ
· µB(Elektron) = 4, 485 · 10−26 J

T
✭✼✳✶✹✹✮

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② g ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲❛♥❞é ❢❛❝t♦r✳ ■t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts s♣✐♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐t ✐s ✷ ♣❧✉s ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

g =
γ · ℏ
µB

=
ℏ · ω
µB ·B ✭✼✳✶✹✺✮

✼✳✶✶✳✼ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ µ+ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
❧✐❢❡t✐♠❡✱ ♦♥❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛r❦s t❤❡
st❛rt t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛②✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♠✉♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N(t) ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞❡❝❛②✐♥❣ ❛t t✐♠❡ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ♦❜❡②s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ❢♦r r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②

N(t) = N0 · e−t/τ ✭✼✳✶✹✻✮

τ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ N0 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉♦♥s st♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ τ ✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✐♠♣❧② ❞❡t❡❝t t❤❡
♣♦s✐tr♦♥s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s
st♦♣ t❛r❣❡t✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳
❋✐rst✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦✈❡r t❤❡ st♦♣ t❛r❣❡t tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉♦♥
✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐♥s ♣r❡❝❡ss✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❧② ♣♦s✐tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s t❤❡♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②❀ ✐t ✐s ❧❛r❣❡st ✇❤❡♥
t❤❡ ♠✉♦♥ s♣✐♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♠❛❧❧❡st ✇❤❡♥ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛♥❣❧❡ θ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✶✸✽ ✐s t❤❡♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥
❛♥❣❧❡ ωt✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦❜✐♥✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✶✸✽ ❛♥❞ ❊q✳ ✼✳✶✹✻✳

N(t) = K · e−t/τ ·
[

1 + Ā · cos(ωt+ δ)
]

✭✼✳✶✹✼✮

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥✲
t❤❡s✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛r ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② Ā ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣❡❞ µ+ ❛♥❞ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✇r✐tt❡♥ ❛s
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Ā = Ā0 · e−t/TR ✭✼✳✶✹✽✮

✇✐t❤ TR t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❈✉✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✺✿ ❚♦♣✿ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳ ❇♦tt♦♠✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✳

✼✳✶✶✳✽ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡✈✐s❡❞ ✐♥ ✷✵✷✶ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s❡t✉♣ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹✺✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢
t❤r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s ❧②✐♥❣ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✶✵ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❜❧♦❝❦s
♠❛❞❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✱ ❡❛❝❤ ✶ ❝♠ t❤✐❝❦✱ ✺ ❝♠ ✇✐❞❡ ❛♥❞ ✾✸✳✺ ❝♠ ❧♦♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ✐♥t❡r♥❛❧
❧✐❣❤t ❣✉✐❞❡s ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❤✐❢t❡r✮ t♦ ❛ ❙✐✲♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✹✻✮✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠♦❞✉❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✷✳✺ ❝♠ t❤✐❝❦ ❝♦♣♣❡r ♣❧❛t❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ µ+ s❤♦✉❧❞
♣r❡❢❡r❛❜❧② ❜❡ st♦♣♣❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ♣❧❛t❡ ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✶ ♠ ❧♦♥❣ ❝♦✐❧ ✇✐t❤ ✾✻✵ ✇✐♥❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❙✐✲♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡rs
❛r❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✹✲❝❤❛♥♥❡❧ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ✭P✐❝♦❙❝♦♣❡ ✸✹✵✹❉✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ P❈
✭▲✐♥✉①✮✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✺✱ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
✉s✐♥❣ ❛ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❤❡♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡
t♦ t❤❡ P❈ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✭❝❢✳
❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣ ❝✐r❝✉✐ts✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛❞✈✐s❛❜❧❡ t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② tr❛♥s❢❡r ❛❧❧ ❞❛t❛ t♦
t❤❡ P❈✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ②♦✉ ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛ t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡✳ ❚❤✐s
❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ tr✐❣❣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠✉st ❜❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❖♥❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❛❜♦✈❡ t❤✐s
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t❤r❡s❤♦❧❞ ✭tr✐❣❣❡r t✐♠❡✮ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ P❈ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆ ❣♦♦❞ ✇❛② ♦❢
✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s P✐❝♦❙❝♦♣❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
②♦✉ t♦ ❝❧❡❛r❧② t❡st ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r
t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ♣❡❛❦s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛r s♦❢t✇❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
P②t❤♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳ ❆❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✉s✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❡s ✐♥ ②❛♠❧ ❢♦r♠❛t ✭t❡①t ✜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s②♥t❛① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❞✐t❡❞
✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ t❡①t ❡❞✐t♦r✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✻✿ ❙❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ t❡♥ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛rs✱ ❙✐✲P▼✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ♠✉♦♥ ❛♥❞
♣♦s✐tr♦♥ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✜rst r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠
❛❧❧ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❆ s✐❣♥❛❧ ✐s s❛✈❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ tr✐❣❣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❯❙❇ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡
✐♥ t❤❡ t♦♣ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞
st♦r❡❞ ✐❢ t❤❡② ♦❝❝✉r ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ♠♦❞✉❧❡✳ ■❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ✇❛s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ ♠✉♦♥✳ ❚❤❡s❡
✧t❤r♦✉❣❤❣♦✐♥❣ ♠✉♦♥s✧ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r
♠♦❞✉❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✶✵

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❉✉❡ t♦ str✐❝t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛rt✐❝❧❡ ❡✈❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐t ❝❛♥
❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛ t❤r♦✉❣❤❣♦✐♥❣ ♠✉♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ s✐❣♥❛❧ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛❧❧
t❤r❡❡ ❞❡t❡❝t♦rs t♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❞❡t❡❝t♦rs r❡s♣♦♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝❛❧❧❡❞ ✧t❛❣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡✧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❡q✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ❡♥s✉r❡❞
t❤❛t ❛♥ ❡✈❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❞❡t❡❝t♦r ♠✉st ❛❧✇❛②s tr✐❣❣❡r ❛
s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳

❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠✉♦♥ st♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈✉ ♣❧❛t❡ ✐s 1+2+3̄✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♣♣❡r
♦♥❡s ✐♥ ❛♥t✐❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t tr✐❣❣❡rs t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✷
♦r ✸✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♣❛ss✐♥❣ ♠✉♦♥s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛♥t✐❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s 2 + 3̄ ❛♥❞ 3 + 2̄ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡ ❜❡st s✐❣♥❛t✉r❡
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❢♦r t❤❡ st♦♣ ✐s 1 + 2+ 3̄✳ ■t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ tr✉❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ❛ ❧♦ss
♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤✐❢ts t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r e+ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ ❣r❡❛t❡r ❛s②♠♠❡tr②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡
❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❜❡✐♥❣ ✜tt❡❞ t♦ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✳

❨♦✉ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ②♦✉r s✉♣❡r✈✐s♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s r✉♥♥✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ♣r❡♣❛r❡❞ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✉s❡s
t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❦❛❢❡✷ ❛♥❞ P❤②Pr❛❑✐t✳ ❆♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡
t✇♦ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❛❝❤❡❧♦r
st✉❞❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐s
r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ❛ ✇❡❡❦✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❛
str✐❝t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♠✉st ♥♦✇ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛♥❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ❜② ✶✽✵➦ ✭✐✳❡✳ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❥✉st ❝❛♥❝❡❧
♦✉t✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ s♣✐♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦ ❛♥❞
t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❡ ▲❛♥❞é ❢❛❝t♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇❡❡❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
t❛s❦ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❤♦✇
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡
♣❛❝❦❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❦❛❢❡✷ ♦r P❤②Pr❛❑✐t ❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡
t♦♦❧s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❋♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
str❛t❡❣② ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦✿

✶✳ ❉✐s❝❛r❞ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❞❡❝❛② t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 0.6 ➭s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r
❝❛♣t✉r❡s ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉♦♥s ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❞❡❝❛② t✐♠❡s✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐❧ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ Ā ≈ 15%✳

✸✳ P❧♦t t❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡s ✐♥ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✉s✐♥❣ ❛s ❢❡✇ ❜✐♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t st✐❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❛❢❡❧②
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❧♦tt❡❞ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

✹✳ ❋✐t ❛ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ τ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦rt✐♦♥ f❜❦❣✳

✺✳ ◆♦✇ ✜t t❤❡ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✜①✐♥❣ ❛❧❧ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❡①❝❡♣t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Ā t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✜tt✐♥❣✳

✻✳ ❯s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❧② t❤♦s❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❛t s❤♦✇
❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✭❡✳❣✳ ♦♥❧② ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ st♦♣ s✐❣♥❛t✉r❡ 1 + 2 + 3̄✱ ♦r ♦♥❧②
❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ♠✉♦♥ ❛♥❞✴♦r ♣♦s✐tr♦♥✮✳

✼✳ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❣♦♦❞ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✇✐t❤ Ā ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ σĀ
❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ nlL ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✱
2 · nlL ❢♦❧❧♦✇s ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤
♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ z =

√
2 · nlL ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀ t❤❡ z✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❜② ✧❤♦✇ ♠❛♥②

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✧ σ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r✳
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❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❛s✐❝ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭♠✐♠♦❈♦❘❇ ❂ ✧♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥✱
♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t ❈♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❘✐♥❣❇✉✛❡r✧✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✱ t♦ ✇❤✐❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞✳

❚❤❡ ♠✐♠♦❈♦❘❇ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥② ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t
st♦r❛❣❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❞❛t❛ ❛s t❤❡② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r✱
♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛str♦♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♦r ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♣❤♦t♦✲♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡s✱ ●❡✐❣❡r ❝♦✉♥t❡rs✱ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ♦r ♠♦❞❡r♥ ❙✐P▼s✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ r❡❛❞✲♦✉t ❞❡❛❞✲t✐♠❡s r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❜✉✛❡r ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♣✐❡❞ r❛♣✐❞❧②✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡ ❢❡❡❞s t❤❡ ❞❛t❛
✐♥t♦ t❤❡ ❜✉✛❡r✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧t❡r✱ r❡❞✉❝❡✱ ❛♥❛❧②③❡ ♦r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡♠✳ ❙✉❝❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡
♠❛♥❞❛t♦r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛✉s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
❜✉✛❡r ✐s ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❛ ♠❛♥❞❛t♦r② ❝♦♥s✉♠❡r ✐s st✐❧❧ ❜✉s② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r✱ ❛♥
✧♦❜s❡r✈❡r✧ ♣r♦❝❡ss✱ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ✉♣♦♥ r❡q✉❡st ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛② ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜✉✛❡r ♠❛♥❛❣❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐♠♦❈♦❘❇ ♣❛❝❦❛❣❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐t ♠❛❦❡s
♠♦r❡ s❡♥s❡ ❛♥❞ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✉s❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝❡ss ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❝❧❛ss str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹✼✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛t t♦♣ ❧❡❢t ✐s ✐♥ t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t♦r②❀ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦①❡s ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ r❡s✐❞❡ ✐♥ s✉❜❞✐r❡❝t♦r✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✼✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠✐♠♦❈♦❘❇

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✼✳✹✽✳

❚❤❡ ✜rst ❜✉✛❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♠❡t t❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✬s tr✐❣❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜❧t❡r r❡❛❞s t❤✐s r❛✇ ❞❛t❛✱ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❞♦✉❜❧❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ st♦♣♣❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝❛②❡❞
♠✉♦♥s ❛♥❞ ✇r✐t❡s t❤✐s r❛✇ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉✛❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❢♦✉♥❞ ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❜✉✛❡r✳ ❚✇♦ ❢✉rt❤❡r r❡❛❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡♥ ✇r✐t❡ t❤✐s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ r✐♥❣ ❜✉✛❡r
t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭✜❧❡ ♦♥ ❞✐s❦✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✽✿ ❙♦❢t✇❛r❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❧❛✉♥❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♣❧♦t t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❜✉✛❡r✱ ♦r ❝r❡❛t❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❜✉✛❡r ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐s st❛rt❡❞ ❜② t②♣✐♥❣
✳✴r✉♥❴❞❛q✳♣② ❧✐❢❡t✐♠❡❴s❡t✉♣✳②❛♠❧

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ♠♦r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ②♦✉
❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜❞✐r❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ②♦✉r ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t♦r②✳ ❚❤❡r❡✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✲
s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❏✉②♣t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿

⑤✲✲❃ ❁✇♦r❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t♦r②❃ ★ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛✐♥ ❝♦♥❢✐❣✉r❛t✐♦♥ ❢✐❧❡s

⑤

⑤ ✲✲❃ ❛♥❛❧②s✐s✴ ★ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

⑤ ✲✲❃ ❝♦♥❢✐❣✴ ★ ❈♦♥❢✐❣✉r❛t✐♦♥ ❢✐❧❡s ✐♥ ②❛♠❧ ❢♦r♠❛t

⑤ ✲✲❃ ♠♦❞✉❧❡s✴ ★ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✲s♣❡❝✐❢✐❝ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡

⑤ ✲✲❃ t❛r❣❡t✴ ★ ♦✉t♣✉t ❢✐❧❡s

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠✐♠♦❈♦❘❇ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣✐t❧❛❜ s❡r✈❡r ♦❢ ❑■❚ ✉♥❞❡r t❤❡ ❯❘▲ ❤tt♣s✿

✴✴❣✐t✳s❝❝✳❦✐t✳❡❞✉✴❡t♣✲t❡❛❝❤✐♥❣✴♠✐♠♦❈♦❘❇✳
❚♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❏✉♣②t❡r ♥♦t❡❜♦♦❦s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr❛

✭s♣❡❝tr✉♠✳✐♣②♥❜✮✱ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✭❧✐❢❡t✐♠❡✳✐♣②♥❜✮ ❛♥❞ ♦♥❡ s♣✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡♠♣❧❛t❡
✭s♣✐♥❴❢♦r❴st✉❞❡♥ts✳✐♣②♥❜✮ ✐♥ s✉❜❞✐r❡❝t♦r② ❛♥❛❧②s✐s✴✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♥♦t❡❜♦♦❦s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ s❡t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❛❧s♦ s❡r✈❡ ❛s
❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r♦✈❡ ♦❢ t❤❡
♠✉♦♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t❡❜♦♦❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❜✉✐❧t ✇✐t❤ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡t❛✐❧s ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ✇✐❧❧ ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ ②♦✉✳

✼✳✶✶✳✾ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡rs ✶ ✲ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
▼✉♦♥s✱ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❬✸✵❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✸✷❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✹✹❪
❉❡t❡❝t♦rs ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪

https://git.scc.kit.edu/etp-teaching/mimoCoRB
https://git.scc.kit.edu/etp-teaching/mimoCoRB
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✼✳✶✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭▼✮✿ ❚❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t

✼✳✶✷✳✶ ❚❛s❦s

✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ γ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ 57❈♦ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡
57❋❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳

✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐r♦♥✱ ❱❛❝r♦♠✐✉♠ ✭st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✮ ❛♥❞ ✐r♦♥
❝♦♠♣♦✉♥❞s ✭❋❡P❖4✱ ❋❡❙❖4✮✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛♥❞
t❤❡ ✐s♦♠❡r s❤✐❢ts✳

✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ st❛t❡ ♦❢ ❱❛❝r♦♠✐✉♠✳

✹✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t µa ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡ ♦❢ ✐r♦♥✳

✺✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐r♦♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✾✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✼✳✶✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✶✷✳✷✳✶ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

■❢ ❛ r❡st✐♥❣ ❛t♦♠ ✭♥✉❝❧❡✉s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Ea ❡♠✐ts ❛ ♣❤♦t♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Eg✱ ✐ts ❡♥❡r❣② Eγ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛t♦♠
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✭♥✉❝❧❡✉s✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ r❡❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ P⃗R ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✭♥✉❝❧❡✉s✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s
♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p⃗γ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥

P⃗R = −p⃗γ =
ℏ ω⃗γ

c
✭✼✳✶✹✾✮

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ER

ER =

∣

∣

∣
P⃗R

∣

∣

∣

2

2 ·M =
p2γ

2 ·M ✭✼✳✶✺✵✮

✇✐t❤ M t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ✭♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② Eγ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s t❤❡♥

Eγ = Ea − Eg −
p2γ

2 ·M = E0 −
p2γ

2 ·M ✭✼✳✶✺✶✮

■t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛r♣✳ ■❢ ♥♦ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡
❡✛❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② Γ0✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡
τ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ st❛t❡✳

Γ0 · τ = ℏ ✭✼✳✶✺✷✮

❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛t♦♠ ✭❝♦r❡✮
r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E0✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♠✉st ❜❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝
❜② t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ✱

Eγ = E0 +
p2γ

2 ·M ✭✼✳✶✺✸✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛❧s♦ s❤✐❢t❡❞✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳
■❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ❛t♦♠ ✭♥✉❝❧❡✉s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛t♦♠ ✭♥✉❝❧❡✉s✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐s ❡①❝✐t❡❞✱ t❤✐s ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦✐❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❛❜s♦r❜✐♥❣ s②st❡♠ ❛r❡ ❛t r❡st✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ∆ν/ν ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡ s❤✐❢t ER/E0✳

∆ν/ν = 10−6 r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ❢♦r ❧✐❣❤t

ER/E0 = 10−8 r❡❧❛t✐✈❡ s❤✐❢t ❢♦r ❧✐❣❤t

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r γ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✺✼❋❡✱ ✐t ✐s

∆ν/ν = 10−13 r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ❢♦r γ ✲ tr❛♥s✐t✐♦♥s

ER/E0 = 10−5 r❡❧❛t✐✈❡ s❤✐❢t ❢♦r γ ✲ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❍❡r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦✐❧✳

❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ✐s r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ◆❛✲❉ ❧✐♥❡✳ ❋♦r t❤❡ γ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✳

■♥ r❡❛❧✐t② t❤✐s ✐s ♥♦t ❛s str✐❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s✳
■❢ P ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐t ❡♥❝❧♦s❡s ✇✐t❤ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✵✿ γ✲❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳

Eγ = E0 −
p2γ

2 ·M +
pγ · P
M

· cos θ ✭✼✳✶✺✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ θ t❛❦❡s ♦♥ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 2π ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞✲
❡♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s

Eγ = E0 −
p2γ

2 ·M ± pγ · P
M

✭✼✳✶✺✺✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦♥❡ ♥♦✇ ❤❛s ❛ ✈❡r② str♦♥❣❧②
❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❧✐♥❡ ✭✉♣ t♦ 106✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
t♦ s♠❛❧❧❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤ γ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛s ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✵✳ ❚❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ✐♥ ❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✐ts
♥❛t✉r❛❧ ✇✐❞t❤✳ ■♥ ❜✮ t❤❡ s❤✐❢ts ❜② t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞✱ ✐t s❤✐❢ts
✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s♦♥❛♥❝❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥ ❝✮✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✭♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t♦
s❝❛❧❡❀ ✐♥ r❡❛❧✐t② ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ ❞✮✳ ❚❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❧✐♥❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤❛t❝❤❡❞
❛r❡❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ❡♠✐tt❡r r✐s❡s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ ❛ ❢r❡❡ ❛t♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆❧r❡❛❞② ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡✳ ❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡r ♠❛ss✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✼✳✺✵❞✱
t❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ♥❛rr♦✇❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ s♣❧✐t ❜❡❝❛✉s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛♥❞
r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❡①✐st ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ q✉❛♥t✐③❡❞✱
s♦ ♦♥❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❡✈❡r ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s s♣❧✐t✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
t❡r♠ ∆EM✱

Eγ = E0 −
p2γ

2 ·M ± pγ · P
M

−∆EM ✭✼✳✶✺✻✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✶✿ γ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
■❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭δEM = 0✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s
❛ s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❧✐♥❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✳ ■❢ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡♥
EM > 0 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❛❜♦✈❡
∆EM = 0✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✵✳

✼✳✶✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐❢ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛t♦♠ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡❄ ■❢ ✇❡ ✜rst
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡✐r ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛t
r❡st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥
t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✱ ❜✉t ♦♥❧② ❜② t❤❡
❝r②st❛❧ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ▼ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✱
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✿ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧
❝❛s❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①✐sts✳

■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r r❡st ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥
❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Ωi✱ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡s❡✱ ✐♥
t✉r♥✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❜r✐❝❦s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s

EK =

3N
∑

S=0

ℏ · ΩS · (nS + 1/2) nS = 0, 1, 2... ✭✼✳✶✺✼✮

N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ st❛t❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ΩS ❛r❡ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❤♦♥♦♥s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r nS✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
✇❤❡♥ ♥♦ ♣❤♦♥♦♥s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞✳ ■❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥
♥✉♠❜❡r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡ ✐s

∆EK = EK′ − EK =
3N
∑

S=0

ℏ · ΩS · (n′S − nS) ✭✼✳✶✺✽✮

■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❡♠✐ts ❛ γ q✉❛♥t✉♠✱ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐s

Eγ = E0 −∆EK. ✭✼✳✶✺✾✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✷✿ γ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ▼öss❜❛✉❡r ❧✐♥❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆EK ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❛♣❛rt✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✐❢ ♣❤♦♥♦♥s ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❘✉❞♦❧❢ ▼öÿ❜❛✉❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ γ✲r❛②s t❤❛t
✐♥ s♦♠❡ ❝r②st❛❧s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝♦✐❧✲❧❡ss ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐✳❡✳ ❛s ✐❢
✐t ✇❡r❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛ss✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✷✱ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✇✐❞t❤✱
t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❧✐♥❡✱ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ■t ✐s ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♠✉❝❤ ♥❛rr♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡♠✐ss✐♦♥s
✇❤❡r❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❛♥ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♣❤♦♥♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ ♣❤♦♥♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢
t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ♠♦r❡ ♣❤♦♥♦♥s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ✐♥ t♦t❛❧✳ ❆t ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♣❤♦♥♦♥s ❡①✐st ✭nS = 0✮✱
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ t❤❡♥ ❧✐❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡
▼öÿ❜❛✉❡r ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦✐❧✲❧❡ss ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆t ❛❜s♦❧✉t❡
③❡r♦ ✐t ✐s

f(T = 0) = exp

(

−
p2γ

2 ·M · 1

⟨ℏ · ΩS⟩

)

✭✼✳✶✻✵✮

f(T ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❜②❡✲❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ✐s t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② t❤❛t
t❤❡ ❛t♦♠ ✭❧❛tt✐❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✮ ✇♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❢r❡❡✱ ⟨ℏΩS⟩ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥
s♣❡❝tr✉♠✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜♦♥❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡✿ t❤❡ r❡❝♦✐❧✲❧❡ss ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥❝r❡❛s❡ ✈❡r② str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡♥❡r❣②✮✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣❡r ❝r②st❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❢r♦♠ ❉❡❜②❡✳
❲✐t❤ ✐t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ f(T )

f(T ) = exp

{

−
p2γ

2 ·M · 3

2 · kB ·Θ ·
[

1 +
2π2

3
·
(

T

Θ

)2
]}

✭✼✳✶✻✶✮

❍❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t Θ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉❡❜②❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② EG =
kB · Θ ✱ ✇❤❡r❡ kB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✸✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s s♣❡❝tr✉♠✳

s♣❡❝tr✉♠✳ ❆ ❤✐❣❤ ❉❡❜②❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛♥s ❛ ❤✐❣❤ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 57❋❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛s s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❉❡❜②❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ Θ ❂ ✹✽✵❑✳ ❚❤❡ ❉❡❜②❡✲❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r ✐s
f = 0.92 ❛t ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦ ❛♥❞ f = 0.7 ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❛t
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ 57❋❡ ✐♥ ▼öss❜❛✉❡r s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ❝r②♦st❛t✳

✼✳✶✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❧✐♥❡ ♦❢ ✺✼❋❡ ❤❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ 5 · 10−9 ❡❱ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ 3 · 10−13 r❡❧❛t✐✈❡✳
❊✈❡♥ ✐♥ ♦♣t✐❝s✱ ✇✐t❤ ✐ts ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
s❤♦rt ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ❧✐♥❡s ❜② ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤❡r❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♣❛rts ♣❡r t❤♦✉s❛♥❞ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛t
❛❧❧ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s♠❛❧❧ ✇✐❞t❤✿ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉❝❧❡✉s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
r❛t❡ ♦❢ q✉❛♥t❛ t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭❛❜s♦r❜❡❞✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❡♥❡r❣② s❡♥s✐t✐✈❡❀ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t❛ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✶❞✱ ❜✉t
t❤✐s t✐♠❡ ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡s✳ ■❢ ♦♥❡ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣
t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❝❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♣r♦✜❧❡✳

❋♦r t❤✐s ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❧❡t ✐t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐t ✐s
♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ❡♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ❛r❡ ❛t r❡st✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ ✐s ♥♦t s❡❧❢✲
❡✈✐❞❡♥t✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❧✐♥❡ s❤❛r♣♥❡ss✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ❛ γ q✉❛♥t✉♠ ❤❛s ❡♥❡r❣② ❊ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ p⃗ ✐♥ ✐ts r❡st ❢r❛♠❡✱ ❜✉t ❡♥❡r❣②
E∗ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v⃗✳

E∗ =
1

√

1− β2
· (E + v⃗ · p⃗) β =

v

c
. ✭✼✳✶✻✷✮

❋♦r β ≪ 1 ❛♥❞ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ γ q✉❛♥t❛ ✐s

∆Eγ = E∗ − E = ±v
c
· E. ✭✼✳✶✻✸✮

❚❤❡ γ✲❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r ❜② t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ❡♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭✰s✐❣♥✮✱
♦r ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✭✲s✐❣♥✮✳ ❋♦r 57❋❡✱ ❛ s❤✐❢t ♦❢ 10−8 ❡❱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✷ ❝♠✴s✳
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❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❝✉r✈❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✸✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡st ❛t ✈❂✵✳ ❍❡r❡✱ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s✳
❆s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✐t ❝❡❛s❡s ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼ ❂ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢
♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✼✳✶✷✳✷✳✹ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ s❤✐✜♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❧✐♥❡

❙♦ ❢❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
▼öss❜❛✉❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡♦✈❡r ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
❛❜s♦r❜❡r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳

❆ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r
❧✐♥❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞✳ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①✐st✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ s✉s♣❡♥❞s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

❆ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s✐t❡ ✐♥ ❡♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t ♦r
❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❧✐tt✐♥❣✿ ❙♦♠❡ ♥✉❝❧❡✐ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ❤❛s t♦t❛❧ s♣✐♥ ✭♦r ♥✉❝❧❡❛r
s♣✐♥✮ I✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ 2I+1✳
❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥✱ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡ ✇✐t❤♦✉t
❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s♣❧✐ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡
st❛t❡s ✐s

∆Em = −
(

µ⃗ · B⃗
)

= −m
I

· µ ·B ✭✼✳✶✻✹✮

✇❤❡r❡ ♠ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ✷■✰✶ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ −I t♦
+I✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣r❡❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s
✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ❛ r❡❝♦✐❧❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✭✐♥❞❡①
❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭✐♥❞❡① ❣✮ t❤❡ γ✲❡♥❡r❣② ✐s

Eγ =

(

Ea −
ma

Ia
· µa ·B

)

−
(

Eg −
mg

Ig
· µg ·B

)

= E0 −
ma

Ia
· µa ·B +

mg

Ig
· µg ·B ✭✼✳✶✻✺✮

▼❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥

∆m = ma −mg = 0,±1 ❉✐♣♦❧str❛❤❧✉♥❣ ✭✼✳✶✻✻✮

❛♣♣❧✐❡s t♦ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐♠♣❧❡r✱ ✐❢
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ❛r❡ ♥♦t s♣❧✐t ❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐♥
♦✉r ❝❛s❡ 57❋❡✱ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s r❤♦❞✐✉♠ ♦r
♣❧❛t✐♥✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡✳ ❆s ❛❜s♦r❜❡r ♦♥❡ ✉s❡s ♥❛t✉r❛❧ ♦r 57❋❡✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✐r♦♥
✇✐t❤ ✐ts ❤✐❣❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠
❊q✳ ✼✳✶✻✺ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛t r❡st✳ ❖♥❡ ❤❛s

E0 ·
(

1 +
v

c

)

= E′
0 −

ma · µa ·B
Ia

+
mg · µg ·B

Ig
✭✼✳✶✻✼✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✹✿ P♦ss✐❜❧❡ t❡r♠ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ 57❋❡✳

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞

v =
(E′

0 − E0) · c
E0

− ma · µa ·Bc
Ia · E0

+
mg · µg ·B · c

Ig · E0
. ✭✼✳✶✻✽✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② E′
0 ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❤✐❢t❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡

✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t t❤❛t ♠❛② ❡①✐st✳ ❋♦r 57❋❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✐① r❡s♦♥❛♥❝❡ ❧✐♥❡s✳
❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❤❛s s♣✐♥ Ig = 1/2 ❛♥❞ ✐s ❞♦✉❜❧② s♣❧✐t✱ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❤❛s Ia = 3/2 ❛♥❞ s♣❧✐ts
❢♦✉r t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛r r❡s♦♥❛♥❝❡ st✉❞✐❡s✳
■t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡

µg = (0, 0903± 0, 0007)µK ✭✼✳✶✻✾✮

µK ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s
❞✐r❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ s♦ t❤✐s ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊q✳ ✼✳✶✻✻✱ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ mg = 1/2 ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ mg = −1/2✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ t✇♦ t❡r♠ s❝❤❡♠❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✹
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr✉♠ ❞❡❝✐❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t✳
❋r♦♠ ❊q✳ ✼✳✶✻✽ ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

A =
µa ·B · c
Ia · E0

; G =
µg ·B · c
Ig · E0

; I =
(E′

0 − E0) · c
E0

✭✼✳✶✼✵✮

❛♥❞ v = v∗(ma,mg) ❢♦r t❤❡ s✐① tr❛♥s✐t✐♦♥s

v∗
(

3

2
,
1

2

)

= −3

2
A+

1

2
G+ I

v∗
(

1

2
,
1

2

)

= −1

2
A+

1

2
G+ I

v∗
(

1

2
,−1

2

)

= −1

2
A− 1

2
G+ I

v∗
(

−1

2
,
1

2

)

= +
1

2
A+

1

2
G+ I

v∗
(

−1

2
,−1

2

)

= +
1

2
A− 1

2
G+ I

v∗
(

−3

2
,−1

2

)

= +
3

2
A− 1

2
G+ I

✭✼✳✶✼✶✮
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❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s A✱ G ❛♥❞ I ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
✐♥t♦ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

∑

mg ,ma

v∗ (ma,mg) = 6 · I ✭✼✳✶✼✷✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ ❜❡

v (ma,mg) = v∗ (ma,mg)− I, ✭✼✳✶✼✸✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t I✿

v (ma,mg) = −v (−ma,−mg)

vi =
1

2
· (v (ma,mg)− v (−ma,−mg))

✭✼✳✶✼✹✮

◆♦✇ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✿ v1 > v2 > v3 > 0 ❛♥❞
t❤r❡❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✿

✶st ❝❛s❡✿ A > 0✱ G < 0✱ |A| > |G|

v1 = v

(

−3

2
,−1

2

)

= +
3

2
A− 1

2
G

v2 = v

(

−1

2
,−1

2

)

= +
1

2
A− 1

2
G

v3 = v

(

−1

2
,+

1

2

)

= +
1

2
A+

1

2
G

✭✼✳✶✼✺✮

❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

A = +v1 − v2

G = −v2 + v3

0 = +v1 − 2v2 − v3

✭✼✳✶✼✻✮

✷♥❞ ❝❛s❡✿ A > 0✱ G < 0✱ |A| < |G|

v1 = v

(

−3

2
,−1

2

)

= +
3

2
A− 1

2
G

v2 = v

(

−1

2
,−1

2

)

= +
1

2
A− 1

2
G

v3 = v

(

+
1

2
,−1

2

)

= −1

2
A− 1

2
G

✭✼✳✶✼✼✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

A = +v1 − v2

G = −v2 − v3

0 = +v1 − 2v2 + v3

✭✼✳✶✼✽✮
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✸r❞ ❝❛s❡✿ A < 0✱ G < 0✱ |A| > |G|

v1 = v

(

+
3

2
,+

1

2

)

= −3

2
A+

1

2
G

v2 = v

(

+
1

2
,−1

2

)

= −1

2
A− 1

2
G

v3 = v

(

+
1

2
,+

1

2

)

= −1

2
A+

1

2
G

✭✼✳✶✼✾✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

2A = −v1 − v2

G = −v2 + v3

0 = +v1 − v2 − 2v3

✭✼✳✶✽✵✮

✹t❤ ❝❛s❡✿ A < 0✱ G < 0✱ |G/3| < |A| < |G|

v1 = v

(

+
1

2
,−1

2

)

= −1

2
A− 1

2
G

v2 = v

(

+
3

2
,+

1

2

)

= −3

2
A+

1

2
G

v3 = v

(

−1

2
,−1

2

)

= +
1

2
A− 1

2
G

✭✼✳✶✽✶✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

2A = −v1 − v2

G = −v1 − v3

0 = −v1 + v2 + 2v3

✭✼✳✶✽✷✮

❋✐rst✱ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②
✐t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✇❤✐❝❤ t❡r♠ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts A ❛♥❞ G ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✿ ◆✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥ I ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
■t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t Q✳ ■t ✐s

e ·Q =

∫

(

2z2 − x2 − y2
)

· ρ (x, y, z) · dV ✭✼✳✶✽✸✮

e ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
✐ts z ❛①✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
s♣✐♥ I✳ Q ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❋♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐ Q = 0✱ ❢♦r ❝✉❝✉♠❜❡r✲s❤❛♣❡❞ Q < 0✱ ❢♦r ❞✐s❦✲s❤❛♣❡❞ Q < 0✳

■♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❡❧❧s✳ ■❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✐t ❜❡ t❤❡ z✲❛①✐s✱
t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❡ ❣❡t
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∆EQ(m) =
e ·Q
4

·
(

∂2V

∂z2

)

· 3 ·m
2 − I · (I + 1)

3 · I2 − I · (I + 1)
✭✼✳✶✽✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ m ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ■✱ ✇❤✐❝❤
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❢♦r ♥✉❝❧❡✐
✇❤♦s❡ s♣✐♥ I > 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r 57❋❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ I = 3/2 ✐s s♣❧✐t✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♣❧✐ts ♦♥❧② t✇♦❢♦❧❞
❛♥❞ ♥♦t ❢♦✉r❢♦❧❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ ❤❛s

∆EQ

(

±3

2

)

= +
e ·Q
4

·
(

∂2V

∂z2

)

∆EQ

(

±1

2

)

= −e ·Q
4

·
(

∂2V

∂z2

)

✭✼✳✶✽✺✮

■♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr✉♠✱ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❝❝✉r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥s❤✐❢t❡❞
❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳✱ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ v = 0 ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t✳ ❚❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐s♦♠❡r✐❝ ❡✛❡❝ts✳

vQ = vQ

(

±3

2

)

− vQ

(

±1

2

)

=
e ·Q
2

· ∂
2V

∂z2
· c

E0
✭✼✳✶✽✻✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❚❤❡ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❝♦♥✲
t❛✐♥s ❛ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳
■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✱ ❜✉t ❤❛s ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s R̄✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

∆E(R) =
2π

3
· e · |Ψ(0)|2 · Z · e · R̄2 ✭✼✳✶✽✼✮

❲❤❡r❡ e · |Ψ(0)|2 ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞
Ze ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡ ✭✐♥❞❡① ❛✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭✐♥❞❡① ❣✮✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❝❤❛♥❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Eγ = (Ea +∆E(Ra))− (Eg +∆Eg(Rg))

= E0 +∆E(Ra)−∆E(Rg)
✭✼✳✶✽✽✮

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❛♠❡ |Ψ(0)|✱
t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❧✐♥❡ ✐s ♥♦t s❤✐❢t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r
❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❖♥❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ s❤✐❢t ❛♣♣❡❛rs✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❉♦♣♣❧❡r✲s❤✐❢t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡st✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡r✳

E0 ·
(

1 +
v

c

)

+∆EQ(Ra)− EQ(Rg) = E0 +∆EA(Ra)−∆EA(Rg) ✭✼✳✶✽✾✮

❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❆ ❛♥❞ ◗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✶✽✼ ②✐❡❧❞s

v =
2π · c
3 · E0

· Z · e2 ·
(

|ΨA(0)|2 − |ΨQ(0)|2
)

·
(

R̄2
a − R̄2

g

)

✭✼✳✶✾✵✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣❡ r❛❞✐✐ ❢♦r t❤❡ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡r ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t✳



✼✳✶✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❚❍❊ ▼Ö❙❙❇❆❯❊❘ ❊❋❋❊❈❚ ✷✷✶

❚❤❡ ✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ v = 0✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✳

✼✳✶✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜s♦r❜❡rs ❛t r❡st ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❆ s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ 57❈♦ ✐s ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭❘❤✮✳ ❆ ✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡ ✭❢r♦♠ ✵ t♦ ❛❜♦✉t ✶✷♠♠✴s✮ ✐s
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② tr❛✈❡rs❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞✐❣✐t❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t✉♠✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ✐♥t❡❣❡r ❜② t❤❡
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡
s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✵✷✹ r❛♥❣❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡
s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛♥
✐♥t❡❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✵✷✸✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❞❞r❡ss ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧
s❝❛❧❡r t❤❛t ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣❛♠♠❛s ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡✳
■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❝♦r❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❡♥❡r❣②
❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t❛✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛
s♣❡❡❞✳ ❆♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❣❛♠♠❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳

✼✳✶✷✳✹ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❞r✐✈❡✱ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❱❡❧♦❝✐t② ❚r❛♥s❞✉❝❡r ✭▼❱❚✮✱
✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❧♦✉❞s♣❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❞r✐✈❡ ✐s t❤❡ s✐❧✈❡r ❝②❧✐♥❞❡r ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✐s ❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❉r✐✈✐♥❣ ❯♥✐t ✭▼❉❯✮✳ ❚❤❡ ▼❉❯
r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❉❋●✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❉❋● ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t✇♦ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ ❛
s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✈♦❧t❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❧② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✈♦❧t❛❣❡ ✐s
✉s❡❞✳

❚❤❡ ❣❛♠♠❛ q✉❛♥t❛ t❤❛t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r
t❤❛t ❤❛s ❛ t❤✐♥ ❜❡r②❧❧✐✉♠ ❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐♥❞♦✇ s♦ ❛s ♥♦t t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❣❛♠♠❛s✳ ■♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ 57❋❡ ♥✉❝❧❡✉s
✭s❡❡ ❞❡❝❛② s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ 57❈♦ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥✱
✉s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❡❛❦s ❛♥❞ ❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②
❣❛♠♠❛s ✭✶✷✷ ❦❡❱ ❛♥❞ ✶✸✻ ❦❡❱✮ ✇❡r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣②
♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜①❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡
s❡t ✐♠♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ♣✉❧s❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ✇❡r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧
s❝❛❧❡r ✭▼❈❙✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✵✷✹ ❝♦✉♥t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❛rr♦✇ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
✇❛s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r
❛t t❤✐s ✐♥t❛♥t ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋● ✭❙t❛rt✿ r❡s❡t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❛❞❞r❡ss t♦ ✵❀
❈❤♥✿ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❛❞❞r❡ss ❜② ♦♥❡✳✮ ❛♥❞ ✇❛s t❤✉s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
▼❱❚✳

■♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛st ❛♥❛❧♦❣
t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛♥ ❋P●❆ ✭✜❡❧❞✲♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛②✮✱
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡❛❞s ♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋●✳ ❚❤✐s s②st❡♠✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✧❘❡❞
P✐t❛②❛✧✱ t❤✉s r❡❝♦r❞s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❝♦✉♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
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Measurement

coils

Drive coils

Radioactive source

retroreflective

Prism

Geiger-Counter

Absorber

Moving part

LASER

Beamsplitter

Photodiode

Shielding

MDU-Signal

GC Signal

Interferrometer

Signal

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❞r✐✈❡ s②st❡♠ ✭▼❱❚✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
❢♦r s♣❡❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❣❛♠♠❛s ❢r♦♠
t❤❡ 57❈♦ s♦✉r❝❡✳

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ P②t❤♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❏✉♣②t❡r ◆♦t❡❜♦♦❦✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✼✳✶✷✳✹✳✶ ❚❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❞r✐✈❡ s②st❡♠

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ▼❱❚ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✉❞s♣❡❛❦❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ ❛ ❤♦❧❧♦✇
❝②❧✐♥❞❡r✱ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ r♦❞ ✇✐t❤ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s ❣✉✐❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ♠♦✈❡ ❛①✐❛❧❧②
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✺✺✮✳ ❆t ♦♥❡ ❡♥❞ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ t❤❡ ♣r✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❋✐r♠❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r♦❞ ❛r❡ t✇♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts✳ ❊❛❝❤
✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✐❧s ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ✜r♠❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ▼❉❯ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
■t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞r✐✈❡ ❝♦✐❧ ♦❢
t❤❡ ▼❱❚✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♠♦✈❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r♦❞ ❛t ❛ s♣❡❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❝♦✐❧ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✐❧ ✐s ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❉❯✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡
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❝②❧✐♥❞❡r✱ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✐❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦❞
✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
❛❝t✉❛❧ s♣❡❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❡❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❛♥ ▲❊❉ ❜❛r ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ▼❉❯✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r t♦ t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳✶✷✳✹✳✸✱ t❤❡ ▼❉❯ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣❡❡❞✳

✼✳✶✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❉❋●✿ ❉✐❣✐t❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t♦r✮

GC-Signal

Interferrometer
Signal

ADC / Multi-
Channel CounterReset

Channel
Signal

Digital Function
Generator

Spektroskopie-
verstärker

Interferrometrisches
Geschwindigkeits-
messmodul

Interferrometer
Reset
Channel

Red-Pitaya
Signal
Reset
Channel

Moessbauer
Driving Unit

an
al

og
 sp

ee
d

se
tp

oi
nt

MVT
Signale

Channel
Reset

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✻✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❉❋● ❣❡♥❡r❛t❡s t❤r❡❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡ ✭❝❤❛♥♥❡❧✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ▼❈❙✱ ❛ r❡s❡t ♣✉❧s❡ t❤❛t r❡❣✉❧❛r❧② r❡s❡ts t❤❡ ❛❞❞r❡ss
❝♦✉♥t❡r t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r s♦✉r❝❡ ✈✐❛ t❤❡
▼❉❯✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ t♦ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❉❆❈✮✳
❆s ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ ❉❆❈ ❛ ❜✐♥❛r② ❡♥❝♦❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉❆❈ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡rt t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❡ ✇❛✈❡✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❉❋●✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❝♦✉♥t❡r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❞❞r❡ss ♣♦✐♥t❡r✳

❚❤❡ ❛❞❞r❡ss ♣♦✐♥t❡r ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✵✷✹ st❡♣s ✭✶✵ ❜✐ts✮ ✭t❤❡ ❉❋● ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✶✷ ❛♥❞ ✹✵✾✻ st❡♣s✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ r❡s❡t ♣✉❧s❡
✐s tr✐❣❣❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s❡ts t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♣♦✐♥t❡r t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✉❧s❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✈✐❛ ❛ ♣♦t❡♥t✐♦♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ❉❋● ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ▼❱❚ ✭❛♣♣r♦①✳ ✶✼ ✕ ✶✽ ❍③✮✳ ❲✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞✐s♣❧❛② ✭❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡ ❤❛s ✐ts ❧❛r❣❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r t❤❡ r❡s❡t s✐❣♥❛❧ ✭❛❞❞r❡ss
❂ ✵✮ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❣r❛❞✐❡♥t ✭→ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✮✳ ❆❢t❡r t❤❡
③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❛t ❛❞❞r❡ss ✷✺✻✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❲❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ s♣❡❡❞ ✐s r✉♥ t❤r♦✉❣❤ t✇✐❝❡✳ ❲✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ s♦ t❤❡ γ ❡♥❡r❣② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t r❡st✱ ✇✐t❤ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❡❞✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❱❡❧♦❝✐t② ❈❛❧✐❜r❛t♦r ✭▼❱❈✮✳
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retroreflective
Prism

LASER

Beamsplitter

Photodiode

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✼✿ ❚❤❡ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳

✼✳✶✷✳✹✳✸ ❚❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❱❡❧♦❝✐t② ❈❛❧✐❜r❛t♦r

❚❤❡ ▼❱❈ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜❡❧♦✇✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✱ ❛ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❣❤t✲
❞❛r❦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛r♠s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆
❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐❣❤t✲❞❛r❦ ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦✉♥t❡❞
❜② ❤❛❧❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡
t✐♠❡ t❤❛t ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❇② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❈❙✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❛❞❞r❡ss ♣♦✐♥t❡r✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❞❞r❡ss✳

❚❤❡ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✼✳ ❖♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❛❜❧❡ r♦❞
✐s ❛ ❈❛t✬s ❡②❡ ♣r✐s♠ ❛tt❛❝❤❡❞ ❛s ❛ r❡✢❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ♦❢
❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❧❛s❡r ✐s s♣❧✐t ❛t ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ❝✉❜❡✳ ❚❤❡ t❤r♦✉❣❤✲❣♦✐♥❣ r❛② ❞r❛✇♥ ✐♥ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦✈❛❜❧❡ ♣r✐s♠ ❜② ✶✽✵◦✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✱ ❜❡❢♦r❡
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ♦♥t♦ ❛ ✜①❡❞ ❝❛t✬s
❡②❡ ♣r✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❛♠ ❜② ✶✽✵◦✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❣♦❡s str❛✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡❛♠
s♣❧✐tt❡r ❛♥❞ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❜❡❛♠✳ ❇♦t❤ ❜❡❛♠s r❡❛❝❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳

❚❤❡ ♣r✐s♠s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ r❡✢❡❝t ❛ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ❜② ✶✽✵➦ t❤❛t ✐♠♣✐♥❣❡s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♠♣✐♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❜②
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛② ❤♦✇❡✈❡r ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❤✐❢t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r✐s♠
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❞❥✉st❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠✐rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts
♦♥❧② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❡①❛❝t❧② ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ✐ts❡❧❢✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣②r❛♠✐❞✱ ❢♦r♠❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ ❛ ❣❧❛ss ❝✉❜❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝✉t ♦✛✳ ❆ r❛② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② ✐s t❤❡♥ t♦t❛❧❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ♣r✐s♠s ❛r❡ ❛t r❡st✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ r❛②s✳ ■❢ ❛ ♣r✐s♠ ♠♦✈❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥st❛♥t
♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ♠♦✈❡s✳ ❆t ❛ ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ❛❧t❡r♥❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r✐s♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s
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y1 = y0 · sin(kx− ωt)

y2 = y0 · sin(kx− ωt− δ)
✭✼✳✶✾✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ δ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ x = L ✐s

y = y1 + y2 = 2 · y0 · cos(δ/2) · sin(kL− ωt− σ/2) ✭✼✳✶✾✷✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ S ❛t t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ y2 ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 1/ω✳ ❙♦

S ≈ ⟨y2⟩ = y20 · cos2(δ/2) ✭✼✳✶✾✸✮

❙♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s

δ = k · (L1 − L2) = k ·∆L =
2π

λ
·∆L ✭✼✳✶✾✹✮

■❢ ❛ ♣r✐s♠ ♠♦✈❡s ❢♦r ❛ t✐♠❡ t ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② v✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s tr✉❡

∆L = 2 · v · t ✭✼✳✶✾✺✮

❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s t✇✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ L ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐s♠
❤❛s s❤✐❢t❡❞✳ ❖♥❡ ❤❛s

S ≈ cos2(
2π

λ
· v · t) ✭✼✳✶✾✻✮

❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❤❛s t✇♦ ♠❛①✐♠❛ ✭♦r ♠✐♥✐♠❛✮
✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s

f = 2 · v
λ

✭✼✳✶✾✼✮

❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♠❛①✐♠❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡
T ✳

f =
N

T
=

N

B · Z ✭✼✳✶✾✽✮

B ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❩ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡s
♣❛ss❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s

v =
λ

2
· N

B · Z ✭✼✳✶✾✾✮

❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = 650♥♠ ❢♦r t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❧❛s❡r

v = 325 · N

B · Z
mm

s
♠✐t B ✐♥ µs ✭✼✳✷✵✵✮

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t B · Z ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐♥ µs ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ▼❈❙
✐s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦✉♥ts N ♣✉❧s❡s ✭❧✐❣❤t✲❞❛r❦ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♠♦❞❡ ❱❊▲ ✭✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✱ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✶ ▼❍③✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ▼❈❙ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
♣✉❧s❡s✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧✿ B · Z = N(2) · 10µs



✷✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❍❊ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✽✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❞✲P✐t❛②❛✳

✼✳✶✷✳✹✳✹ ❚❤❡ ❘❡❞✲P✐t❛②❛

❚❤❡ ❘❡❞✲P✐t❛②❛✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉①✲❝♦♠♣✉t❡r✱ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❘❡❞✲P✐t❛②❛ ✐ts❡❧❢ ❝♦♥s✐sts ♦❢
t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛ ✧tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✧ ❈P❯✱ ❛♥ ❋P●❆ ❛♥❞ t✇♦ ❢❛st ❆❉❈✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❆❉❈ ♦♥ t❤❡ ❘❡❞✲P✐t❛②❛ ❛t ❛ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ 125 · 106 s❛♠♣❧❡s✴s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡♥
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ✭✶✹✲❜✐t r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❋P●❆✳

❆ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋P●❆✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛❞s ♦✉t t❤❡✐r ❤❡✐❣❤t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ❈P❯✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❢♦r✇❛r❞s ✐t t♦ t❤❡ ▲✐♥✉①✲❝♦♠♣✉t❡r✳
❚❤❡ ❋P●❆ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❋P●❆ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉❈✳ ❆♥ ❋P●❆
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❡✛♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤✐♣s ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❈❊❘◆ ❛♥❞
♦t❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❡r✐♣❤❡r② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦ t❤❛t ❛ ♣✉❧s❡
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t ✐s r❡❛❞ ♦✉t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t st♦r❡❞ ❛s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❜✉t ❛s t❤❡ ▼❈❙✲❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r ❤❛s ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞
tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❞ P✐t❛②❛✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✼✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❘❡❞ P✐t❛②❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r✳
◆❛♠❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

K ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♣❡③♦✐❞✳

L ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ✧♣❧❛t❡❛✉✧ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞✳

M ▼❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡✳

♣❡❛❦t❤r❡s❤ ▼✐♥✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞✳

❛❝❝✉♠t✐♠❡ ❚❤✐s t✐♠❡ s♣❡❝✐✜❡s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣❡❛❦✳

https://www.redpitaya.com
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r✳ ❚♦♣✿ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲
❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❇♦tt♦♠✿ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❑ ❛♥❞ ▲ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛✛❡❝t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♣❡③♦✐❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦✈❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ❆❉❈ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♣✉❧s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥ TFilter · (2K +L)✳ TFilter ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❆❉❈✴✜❧t❡r s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ❧♦♥❣✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧♣✐❧❡✉♣✧ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛♣❡③♦✐❞s ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠
♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

❚❤❡ M ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❋P●❆ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ M ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❚✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■❢M ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡♥
❛rt❡❢❛❝ts ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❝❛②✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s✿ τ =M · TFilter✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❛♥ ❋P●❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❧♦❝❦❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①❡❝✉t❡s
❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❧✐♥❡ ♣❡r ❝❧♦❝❦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦❣r❛♠
st❡♣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❣r❛♠ st❡♣ ✐s ❢r❡❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❞❛t❛✳ ❆♥ ❋P●❆ t❤✉s
❛❧❧♦✇s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❞❛t❛✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r st✐❧❧ s❤♦✇s ♥♦✐s❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❜❡
s❡t✱ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❋P●❆✳ ■❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦♦ ❧♦✇✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❋P●❆ ❝❛♥ st✐❧❧ ❦❡❡♣ ✉♣✱ ❜✉t t❤❡ ▲✐♥✉① s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❋P●❆ ✐s ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❧r❡❛❞②
♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❧♦st✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s ❛♥❞ s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞
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t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱
❜✉t ❛s ❤✐❣❤ ❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚❤❡ ✧❛❝❝✉♠t✐♠❡✧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❆
♣❡❛❦ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✉❧s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❥✉st ❛ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ✜❧t❡r t❤❛t tr✐❣❣❡rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✶✷✸✱ ✶✷✹✱ ✶✷✸✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♥✉♠❜❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ✧♣❡❛❦t❤r❡s❤✧✱ ❛❧❧ ♣❡❛❦s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡
❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱
♦❝❝✉rs s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞✳ ❆ s✐♥❣❧❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❧s✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥
❤❡r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❙t❡♣s t♦ s✉♣♣r❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡❛❦s ❝❛✉s❡❞ ❜② s✐❣♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❙t❡♣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶ ■❢ ❛ ♣❡❛❦ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛❜♦✈❡ ✧♣❡❛❦t❤r❡s❤✧✱ ❛ ❝♦✉♥t❞♦✇♥ ✐s st❛rt❡❞✳

✷ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❞♦✇♥ ✐s r✉♥♥✐♥❣✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡❛❦s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ t❡♠✲
♣♦r❛r② ♠❡♠♦r②✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡
♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞✱ ✐✳❡✳ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡❛❦✳

✸ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦✉♥t❞♦✇♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦r✲
✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ▲✐♥✉① s②st❡♠ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡❛❦✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② ✐t ✇♦r❦s✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❍♦✇❡✈❡r ✱ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s
❞❡❛❞✲t✐♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r✐s❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❡t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t ✧❛❝❝✉♠t✐♠❡✧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♥❡✐t❤❡r t♦♦ ❧❛r❣❡ ♥♦r t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜♥❡✱ ❝♦♠❜✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✐♥❝❡ ✧❛❝❝✉♠t✐♠❡✧ ✐s ♦♥❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳

❈❛✈❡❛t✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❘❡❞ P✐t❛②❛ ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇♦r❦✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤❛r❞✇❛r❡ s❡t✉♣ ✐s ✉s❡❞
❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♣r✐♦r ♥♦t✐❝❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇ ✐s s❡t t♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛
✇✐♥❞♦✇ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ▼✉❧t✐✲❈❤❛♥♥❡❧✲❙❝❛❧❡r ✐s ❛ P❈■ ❜♦❛r❞ ✐♥ ❛ ❲✐♥❞♦✇s ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st❡♣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❘✿P✳ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✼✳✶✷✳✺ ▲✐t❡r❛t✉r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❈❤❛♣t❡rs ✶ ✕ ✻ ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t ❬✶❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✸✾❪
❉❡t❡❝t♦rs ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✶❪
◆✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❬✶❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✷✼❪

✼✳✶✷✳✻ ❉❡t❛✐❧s

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t♦♥ ✐s

µK = 5.050783699(31) · 10−27 J/T = 3.1524512550(15) · 10−8 eV/T ✭✼✳✷✵✶✮

❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ 57❋❡ ✐s



✼✳✶✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✭▼✮✿ ❚❍❊ ▼Ö❙❙❇❆❯❊❘ ❊❋❋❊❈❚ ✷✷✾

Q = (0, 21± 0, 01) · 10−28m2 ✭✼✳✷✵✷✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝②❝❧❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡❞ P✐t❛②❛ ✜❧t❡r s②st❡♠

TFilter = 256♥s ✭✼✳✷✵✸✮
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚❛❜❧❡s

❆✳✶ ❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥✉❝❧✐❞❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t❡r♠ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧✐❞❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛❧❧ ❡①❝❡r♣ts✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞
❜② ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛r✐t②✳ ❆s ❢❛r ❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ▼❡❱✳ ❚❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤❡
❛t♦♠✐❝✱ ♥♦t ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✿ ✐♥ ♠❛ss
s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✷✸✶
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❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 57❈♦ →57❋❡✳

❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 60❈♦ →Ni❋❡✳



❆✳✶✳ ❊◆❊❘●❨ ▲❊❱❊▲ ❙❈❍❊▼❊❙ ❖❋ ❆PP▲■❊❉ ◆❯❈▲■❉❊❙ ✷✸✸

❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 137❈s →137❇❛✳

❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 22◆❛ →22◆❡✳



✷✸✹ ❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ❚❆❇▲❊❙

❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 113❙♥ →113■♥✳

❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ 90❙r →90❨ →90❩r✳



❆✳✷✳ ❋❊❘▼■ ❋❯◆❑❚■❖◆❊◆ ✷✸✺

❆✳✷ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❦t✐♦♥❡♥

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣♦s✐tr♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ β✲❞❡❝❛② ✐s ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (Z,Eβ) ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ Eβ ♦❢ t❤❡ β ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛

ϵ =
E +m0c

2

m0c2
, ϵ0 =

E0 +m0c
2

m0c2
, η =

p

m0c
, ϵ =

√

η2 + 1 ✭❆✳✶✮

❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥

G(Z, η) =
η

ϵ
· F (Z, ϵ) ✭❆✳✷✮

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s t❛❜✉❧❛t❡❞ ❜② ❘♦s❡ ✭✶✾✺✺✮ ❬✶✵❪ ❢♦r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡
♥✉♠❜❡rs Z ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❛♥❣❡ ❢♦r β− ❛♥❞ β+ ❞❡❝❛②s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✹✻❪✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

F (Z, ϵ) =

√

A(Z) +
B(Z)

ϵ− 1
✭❆✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ A ❛♥❞ B ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦✇❡❞ β− ❞❡❝❛②s✳ ❙✐♥❝❡
t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱
✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r β− ✐s♦t♦♣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❋♦r
❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❛❞✐✉s ♣❧❛②s ❛ ❣r❡❛t❡r r♦❧❡✱ s♦ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✸✪✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ η > 0.3
✭ϵ =

√

η2 + 1 > 1.044✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

G(Z, ϵ) =

√

A+
B

ϵ− 1
· η
ϵ
. ✭❆✳✹✮

❋♦r η < 0.3✱ G(Z, ϵ) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳
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❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t β− ✐s♦t♦♣❡s ✭Z✿ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s✮
♦❢ A ❛♥❞ B ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✹✻❪✳

✐s♦t♦♣❡ E0 ✭❦❡❱✮ Z(daughter) A B
6
2❍❡ ✸✺✵✵ ✸ ✶✳✶✺✼✽ ✵✳✵✷✵✽
10
4 ❇❡ ✺✻✵ ✺ ✶✳✷✾✽✺ ✵✳✵✸✾✶
14
6 ❈ ✶✺✻ ✼ ✶✳✹✽✻✹ ✵✳✵✻✶✻
19
8 ❖ ✸✷✵✵ ✾ ✶✳✺✻✵✻ ✵✳✶✵✶✺
24
11◆❛ ✶✸✾✵ ✶✷ ✶✳✽✷✼✺ ✵✳✶✼✶✶
32
15P ✶✼✸✵ ✶✻ ✷✳✷✷✹✸ ✵✳✸✷✵✻
35
16❙ ✶✻✼ ✶✼ ✷✳✹✹✾✻ ✵✳✸✺✷✼
36
17❈❧ ✼✶✸ ✶✽ ✷✳✹✾✽✶ ✵✳✹✶✷✽
45
20❈❛ ✷✺✼ ✷✶ ✷✳✾✺✾✺ ✵✳✺✽✾✺
49
21❙❝ ✷✵✵✶ ✷✷ ✸✳✵✻✸✹ ✵✳✻✽✶✹
51
22❚✐ ✷✶✹✵ ✷✸ ✸✳✷✸✹✷ ✵✳✼✻✺✺
69
30❩♥ ✾✷✺ ✸✶ ✺✳✵✼✵✾ ✶✳✽✺✵✵
75
32●❡ ✶✶✾✵ ✸✸ ✺✳✼✸✹✹ ✷✳✷✽✹✾
81
34❙❡ ✶✺✶✵ ✸✺ ✻✳✹✹✽✶ ✷✳✽✶✸✺
90
38❙r ✺✹✻ ✸✾ ✽✳✷✸✼✷ ✹✳✷✹✺✽
90
39❨ ✷✷✼✹ ✹✵ ✽✳✻✾✾✹ ✹✳✼✶✶✻
93
40❩r ✻✵✵ ✹✶ ✾✳✸✸✸✵ ✺✳✷✵✷✺
99
43❚❝ ✷✾✷ ✹✹ ✶✶✳✶✹✽✾ ✼✳✵✼✺✸
105
45 ❘❤ ✺✻✺ ✹✻ ✶✷✳✾✵✺✶ ✽✳✻✷✽✾
121
50 ❙♥ ✸✾✸ ✺✶ ✶✼✳✽✽✷✶ ✶✹✳✷✻✹✺
137
55 ❈s ✶✶✼✸ ✺✻ ✷✺✳✷✵✵✼ ✷✸✳✻✻✻✺
170
69 ❚♠ ✾✻✼ ✼✵ ✻✾✳✻✸✾✽ ✶✵✸✳✼✷✾✼
185
74 ❲ ✹✸✵ ✼✺ ✶✵✻✳✷✶✾✻ ✶✼✾✳✼✶✸✾
204
81 ❚❧ ✼✼✵ ✽✷ ✶✻✶✳✾✸✾✾ ✹✵✸✳✺✼✺✸
210
83 ❇✐ ✶✶✼✵ ✽✹ ✶✽✵✳✺✻✻✻ ✺✶✷✳✼✷✺✹
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❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s
❛t t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ P❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s st✉❞✐❡s ❛t t❤❡ ❑❛r❧sr✉❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❑■❚✮✳

✭❱❡rs✐♦♥ ✶✳✸ ❢r♦♠ ❖❝t✳ ✷✵✶✻✮

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❧❛❜♦r❛t♦r② tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡❣❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿

❼ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❞❛♠❛❣❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♦♥✐s✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦✲
t❡❝t✐♦♥ ❖r❞✐♥❛♥❝❡ ✲ ❙tr❧❙❝❤❱✮ ♦❢ ✷✵✳✼✳✷✵✵✶❀ ✭❧❛st ❛♠❡♥❞❡❞ ❏❛♥ ✷✵✵✽✮

❼ ❆♣♣r♦✈❛❧ ◆♦t✐❝❡ ▲❯✴✸✷✶✴✽✹ ♦❢ ✷✶✳✵✶✳✶✾✽✺ ❢r♦♠ t❤❡ ●❡✇❡r❜❡❛✉❢s✐❝❤ts❛♠t ❑❛r❧sr✉❤❡✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❡❞ ♦✉t t♦ ❛❧❧ ❧❛❜ s✉♣❡r✈✐s♦rs ✇❤♦ ♠❛②
❜❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜r✐❡✜♥❣ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ t❤❡
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❜② s✐❣♥❛t✉r❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❜❡❣✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦✈❡rs ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡s ❛r❡
❤❛♥❞❧❡❞✳

❚❤❡ ❧❛❜ s✉♣❡r✈✐s♦rs ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡
t❤❡ st✉❞❡♥ts t♦ ❞♦ s♦✳

❇✳✶ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥

❼ ❚❤❡ ❞✉t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②✿
❉r✳ ❋r❛♥❦✱ ●❡r❤❛r❞✱ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❖✣❝❡r✱ ❚❡❧✳✿ ✭❑■❚✮✷✹✻✻✵

❼ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s❛❢❡t② ♦✣❝❡r ✐s✿
✳ ❉r✳ ❙✐♠♦♥✐s✱ ❍❛♥s ❏ür❣❡♥✱ ❚❡❧✳✿ ✹✸✺✼✼ ✭◆♦rt❤ ❈❛♠♣✉s✿ ✷✹✸✵✵ ❬✵✼✷✶ ✻✵✽ ✷✹✸✵✵❪✮

❼ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s❛❢❡t② ♦✣❝❡r ✐s✿
✳ ❉r✳ ❲♦❧❢✱ ❏♦❛❝❤✐♠✱ ❚❡❧✳✿ ✹✼✺✶✵ ✭◆♦rt❤ ❈❛♠♣✉s✿ ✷✺✺✸✷ ❬✵✼✷✶ ✻✵✽ ✷✺✺✸✷❪✮

❼ ❆t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✸✼
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❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s
✐♥ ❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐s ❛✉t❤♦r✐③❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❚❤❡② ♠✉st
❢♦❧❧♦✇ ❤✐s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r✱ ❛❧❧ r✐❣❤ts ❛♥❞ ❞✉t✐❡s
❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s✉♣❡r✈✐s♦rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡♠✳

❇✳✷ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥

❇✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡s

❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡s P✲■■ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝s st✉❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ st✉❞❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛r
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♦♥✐s✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤
r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✱ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❛s✐♥❣ ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡ ❡s❝❛♣❡
♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s s❛❢❡❧② ♣r❡✈❡♥t❡❞✳

❇✳✷✳✷ Pr❡r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r ✇♦r❦

❙t✉❞❡♥ts ♠✉st ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r②
❧❡❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st✉❞❡♥ts ♠✉st ❤❛✈❡ ♣r❡♣❛r❡❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢♦r
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣r✐♦r t♦ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ❞✉t② t♦ ♣r♦❤✐❜✐t ✉♥♣r❡♣❛r❡❞
st✉❞❡♥ts ❢r♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❇✳✷✳✸ ❘✉❧❡s ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t

❼ ❖♥❧② t❤♦s❡ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ r♦♦♠s ❋✷✲✭✶✾✲✷✷✮ ✇❤♦ ✇♦r❦ t❤❡r❡ ♦♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✳

❼ ■♥ r♦♦♠s ❋✷✲✭✶✾✲✷✷✮✱ r♦❞ ❞♦s✐♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞♦s❡✳

❼ ❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦rs t❛❦❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉♥❦❡r ❛♥❞ ❜r✐♥❣ t❤❡♠ ❜❛❝❦ ❛❢t❡r ✉s❡✳

❼ ❊❛t✐♥❣✱ ❞r✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦❦✐♥❣ ❛r❡ str✐❝t❧② ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ r♦♦♠s ❋✷✲✭✶✾✲✷✷✮✳

❼ ❲❤❡♥ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ r♦♦♠s✱ t❤❡ ❤❛♥❞✲❛♥❞✲❢♦♦t r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦♥✐t♦r ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳

❇✳✷✳✹ ❘✉❧❡s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥

●❡♥❡r❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✿

❼ ❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♣❡rs♦♥s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❢♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ❛♥❞ ✇❤♦ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❛✐♥✐♥❣✳

❼ ❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ❜✉♥❦❡r ✐♥ t❤❡ r♦♦♠ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❋✷✲
✶✾✳ ✭❊①❝❧✉❞❡❞ ❛r❡ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♥❡✉tr♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱
❛❧♣❤❛ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ▼öÿ❜❛✉❡r ❡✛❡❝t✱ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✮

❼ ❉❛♥❣❡r♦✉s ❣♦♦❞s ✭❡✳❣✳ ✢❛♠♠❛❜❧❡ ❧✐q✉✐❞s✮ ❛♥❞ ❝♦rr♦s✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡s ♠✉st ♥♦t ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥
t❤❡ s♦✉r❝❡ st♦r❛❣❡ r♦♦♠✳
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❼ ❚❤❡ ❜✉♥❦❡r ✐s ❧♦❝❦❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡✳

❼ ❙t✉❞❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❜✉♥❦❡r✳

❼ ❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ♠✉st ❜❡ ✈✐s✉❛❧❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ✉s❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r
t❤✐♥❣s✱ ✐t ✐s t♦ ❜❡ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝r❛❝❦s✱ s❝r❛t❝❤❡s✱ ♣♦r♦✉s ❛r❡❛s✱ ❝♦rr♦s✐♦♥✳

❼ ■❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦r ❧❡❛❦❛❣❡ ✐s s✉s♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐✜❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❼ ❉❡❢❡❝t✐✈❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉♥t✐❧ ❞✐s♣♦s❛❧✳ ❚❤❡② ♠✉st ♥♦t ❜❡
✉s❡❞✱ ♦♣❡♥❡❞✱ ❜❡ r❡♣❛✐r❡❞ ♦r ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

❼ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡❝♦r❞s ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❧♦ss ♦r ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡s✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r s❤❛❧❧ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❼ ▲❛❜❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✣①❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ♦r ♦♥ ❤✐s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱
♠✉st ♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ♦r ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡♥t✳

❼ ❚❤❡ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦♥❧② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣✉r♣♦s❡✳

❼ ◆♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛✛❡❝t r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡❢t ♦r
♦t❤❡r ❧♦ss ❛♥❞ ✉♥❛✉t❤♦r✐③❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✿

❼ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ❢❡t❝❤❡s t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉♥❦❡r✳

❼ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r♦♦♠s ❛t ❛❧❧
t✐♠❡s✳

❼ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ❜r✐♥❣s t❤❡ s♦✉r❝❡s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉♥❦❡r✳

❼ ❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❧❛st ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❦❡r ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥✳

❇✳✷✳✺ ❈♦♥✈❡②❛♥❝❡ ♦❢ ❘❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧s

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱ tr❛♥s❢❡r ❢♦r tr❛♥s♣♦rt✱ r❡❝❡✐♣t✱ ✉♥♣❛❝❦✐♥❣✮ ✐s
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙tr❧❙❝❤❱ ❛♥❞ t❤❡ ●●❱❙❊✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ♠✉st ❜❡ str✐❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳

❇✳✷✳✻ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❆r❡❛s ❛♥❞ ❆❝❝❡ss ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❡♥t✐r❡ s✉✐t❡ ♦❢ r♦♦♠s ❋✷✲✶✾✱ ❋✷✲✷✵✱ ❋✷✲✷✶✱ ❋✷✲✷✷✳

❆❝❝❡ss ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❛ r♦♦♠ ❋✷✲✶✾✳ ❇❡❢♦r❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛♥❞✲❛♥❞✲❢♦♦t
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦♥✐t♦r ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss ❞♦♦rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r r♦♦♠s ❛r❡ ❡s❝❛♣❡
❞♦♦rs ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ✜r❡✳
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❇✳✷✳✼ ✐♥str✉❝t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❧❛❜♦r❛t♦r② ❞❛② ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ s❡♠❡st❡r✳ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❢♦r st✉❞❡♥ts ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s♦rs ❛♥❞ ✐s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❜②
s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐st✳ ■❢ ❛ st✉❞❡♥t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥s✱ ❤❡ ♦r s❤❡
♠✉st ❛rr❛♥❣❡ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r✳ ❙t✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ♣❛rt
✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦✉rs❡ ♠✉st ❛tt❡♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ tr❛✐♥✐♥❣
❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r ♦♥❡ ②❡❛r ❛t t❤❡ ❧❛t❡st ✐❢ t❤❡② st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❢✉rt❤❡r ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❇✳✷✳✽ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❞② ❞♦s❡

❙✉♣❡r✈✐s♦rs ❛♥❞ st✉❞❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣♦s❡❞ ♣❡rs♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❖r❞✐♥❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞♦s❡
✐s ❜❡❧♦✇ ✶ ♠❙✈ ♣❡r ②❡❛r✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞♦s❡ ✇✐t❤ ♦✣❝✐❛❧
❞♦s✐♠❡t❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤ r♦❞ ❞♦s✐♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❡❛❝❤
st✉❞❡♥t ❝❛rr✐❡s ❛ r♦❞ ❞♦s✐♠❡t❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ r❡❛❞ ♦✛ ♠✉st ❜❡
❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ♥❛♠❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❣❜♦♦❦ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛♥❞✲❛♥❞✲❢♦♦t ♠♦♥✐t♦r ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❇✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❡st ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

❆❧❧ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞
r❡❣✉❧❛r❧② ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ❛ ②❡❛r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♠✉st ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ✉s❡✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❇✳✹ ❆❧❛r♠ ❞r✐❧❧s✱ ❛❝❝✐❞❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥ts

❚❤❡ st♦r❛❣❡ r♦♦♠s ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❖r❞✐♥❛♥❝❡
❛♥❞ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡✱ ♠❛r❦❡❞ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛✲
t✐♦♥ s✐❣♥✱ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❘❆❉■❖❆❈❚■❱❊✑ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❛③❛r❞ ❣r♦✉♣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r❡
❞❡♣❛rt♠❡♥t✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛♥❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛❢❡t②✲r❡❧❡✈❛♥t ❡✈❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❞❛♠❛❣❡ t♦ r❛❞✐❛t♦rs✱ s✉s♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡❢t✱
✜r❡✮✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r s❤❛❧❧ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❇✳✹✳✶ ❆❧❛r♠ ❞r✐❧❧s

❙♣❡❝✐❛❧ ❛❧❛r♠ ❞r✐❧❧s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♣❧❛♥♥❡❞✳

❇✳✹✳✷ ❆❝❝✐❞❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥ts

❡✳❣✳ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ❛ s❡❛❧❡❞ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✿

❼ ◆♦t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧❛r♠ ♣❧❛♥

❼ ❆❧❧ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ st✉❞❡♥ts ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②

❼ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r s❤❛❧❧ s✉♣❡r✈✐s❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧
❛♥❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❡❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦❢ ♣❡rs♦♥s



❇✳✺✳ ■◆❚❊❘❋❊❘❊◆❈❊ ❖❋ ❚❍■❘❉ P❆❘❚■❊❙✱ ▲❖❙❙ ❖❋ ❆ ❘❆❉■❖❆❈❚■❱❊ ❙❖❯❘❈❊❙ ✷✹✶

❼ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦♠s

❼ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ✜r❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ r♦♦♠s ❋✷✲✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷ ♠❛② ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①✐t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥
❡s❝❛♣❡ ❞♦♦r✳

❇✳✺ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐r❞ ♣❛rt✐❡s✱ ❧♦ss ♦❢ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s s❤❛❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t
✉♥❛✉t❤♦r✐③❡❞ ✉s❡✿

❼ ❆❧❧ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ②♦✉r ❛♣♣❛r❛t✉s s❤❛❧❧ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❡❛❞ ❜✉♥❦❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t r♦♦♠ ♦❢ ❋✷✲✶✾ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥t❡♥❞❡❞
♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ✇✐t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s❡t✲✉♣s ❢♦r
♥❡✉tr♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛❧♣❤❛ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ▼öÿ❜❛✉❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛✉s✐♦♥✳

❼ ❯♥❛✉t❤♦r✐③❡❞ ♣❡rs♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ r♦♦♠✳

❼ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❤♦✉rs✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛ ❋✷✲✭✶✾✲✷✷✮ ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ❧♦❝❦❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜✉♥❦❡r ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t s❡♣❛r❛t❡❧② ❧♦❝❦❡❞✳

❼ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ r♦♦♠s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s✐❣♥✱ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❘❆❉■❖❆❈❚■❱❊✑
❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❛③❛r❞ ❣r♦✉♣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡✳ ♠❛r❦✳

❼ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡❝♦r❞s ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡s✳

❼ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❧♦ss ♦r ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦✣❝❡r
♠✉st ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❼ ❲❤❡♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t
t❤❡❢t✱ ❧♦ss ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✉♥❛✉t❤♦r✐s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✿

✕ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♣❡r✈✐s♦r ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
r♦♦♠✳

✕ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❦s t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r♦♦♠ ♠✉st ❜❡ ❧♦❝❦❡❞✳
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❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✶✺✽
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✹✸
❆♥t✐♥❡✉tr✐♥♦✱ ✾
❆✉❣❡r ❡✛❡❝t✱ ✽✱ ✸✼

❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✻✹✱ ✻✻✱ ✼✺
❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✸
❇❡t❛ ❞❡❝❛②✱ ✻

❚❤r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✽
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✻✱ ✼

❜❡t❛ ❞❡❝❛②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✽

β− ❞❡❝❛②✱ ✻

β+ ❞❡❝❛②✱ ✼✱ ✾

β✲s♣❡❝tr✉♠✱ ✶✵

β ❞❡❝❛②✱ ✻

❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✷✷

❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✾✹✱ ✾✾

❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✶✺✼

❜♦r♦♥ ❝♦✉♥t❡r t✉❜❡✱ ✷✾

❜♦① ♠♦❞❡❧✱ ✻✽

❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱ ✷✷✱ ✷✺

❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✷✻

✐♥t❡♥s✐t②✱ ✷✺

t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✷✻

❈❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✶✺✹

❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✸✼

❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②s✱ ✸✼

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✸

❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✷✶

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✾✷✱ ✾✽

r❛♥❞♦♠✱ ✾✽✱ ✶✵✸✱ ✶✺✾

t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✾✽

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✾✼✱ ✶✵✶

❈♦♠♣t♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✶✸✶

❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡✱ ✸✺

❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✸✷

❛t♦♠✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✶✸✾

❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣❡r ❛t♦♠✱ ✸✹

❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♥❛✲◗✉❡rs❝❤♥✐tt✱ ✶✹✶

❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✹✺

t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✸✸

❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✷✷

❈♦♠♣t♦♥ s❤✐❢t✱ ✸✷

❈♦♠♣t♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✸✺

❈♦♠♣t♦♥❡ ❡✛❡❝t

❞✐✛✳ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✸✸

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✻✺

❝♦♥st❛♥t✲❢r❛❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡rs✱ ✶✵✷

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♣❛rt✐❛❧✱ ✶✹

✷✹✻
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❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✶✹
t♦t❛❧✱ ✶✹

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✶✹
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r❛t✐♦✱ ✶✹
❝♦r♦♥❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ✺✾
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✶✺✾
❈♦s♠✐❝ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✾✽
❈♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✾✷
❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡✱ ✷✷
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✶✸✻
❝r②st❛❧ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✻✹
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ✽✺
❈✉r✐❡ ♣❧♦t✱ ✶✶

❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✶✵✺
❞❡❛❞ t✐♠❡✱ ✻✷
❉❡❜②❡✲❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r✱ ✷✶✹
❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧✱ ✽✸
❉❡✉t❡r♦♥

P❤♦t♦ ✜ss✐♦♥✱ ✶✺
❞❡✉t❡r♦♥

❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ✶✺
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✶✸✽
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✱ ✽✾
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ✶✺✷
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✶✺✷
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✶✺✷✱ ✶✺✹
❉✐r❛❝ ❙❡❛✱ ✹✵
❉✐r❛❝✲❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✹✵
❉✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r

t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✾✶
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r

❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✶✵✶
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ ✷✶✷
❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✱ ✷✶✺
❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✺✵

❡✛❡❝t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
♥❡✉tr♦♥✕♣r♦t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✷✷

❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
♥❡✉tr✐♥♦ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✷✷

❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✷✷
❊❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ✷✷
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❝❛❞❡✱ ✶✾✾
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✷✶✱ ✷✷
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✶✺✻
❊❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ ✼
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ ✽

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✼
❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✺✸

❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✺✵
❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r✱ ✻✺✱ ✼✻
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡✱ ✼✶
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✶✻✶✱ ✶✼✽
❊♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✼✵
❡♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✾✼
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ✼✵
❡rr♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✶✵✺
❡①❝✐t♦♥✱ ✼✺
❊①♣❡r✐♠❡♥t

❈♦♠♣t♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✶✸✺
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✶✹✾
❙✐✲❙tr✐♣ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✶✻✶

❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ γ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✺✻
❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s✱ ✶✼✽
▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t✱ ✷✶✵
♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ✶✷✺
P♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✶✹✷
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✉♦♥s✱ ✶✾✽

❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❑❆❚❘■◆✱ ✶✾✷

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✶✶✺
❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✶✶✻
❣❛♠♠❛✲❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ✶✽✽

❋❡r♠✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✻✹
❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ ✻✺
❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✶✶
❋❡r♠✐ ❢✉♥❦t✐♦♥

t❛❜❧❡✱ ✷✸✺
✜ss✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✸✵
❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡

❢❛st✱ ✼✼
s❧♦✇✱ ✼✼

✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❞❡❧❛②❡❞✱ ✼✻
❢❛st✱ ✼✺

❋♦r❜✐❞❞❡♥ ❩♦♥❡✱ ✹✵

γ ❞❡❝❛②✱ ✶✷
●❛♠♠❛ q✉❛♥t❛

❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✸✵
❣❛♠♠❛ q✉❛♥t❛

❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✾
❣❛♠♠❛ q✉❛♥t✉♠

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❛✇✱ ✸✶
❣❛♠♠❛ s♣❡❝tr✉♠

♣❧❛st✐❝ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ ✹✻
❣❛♠♠❛✲s♣❡❝tr✉♠✱ ✹✹
❣❛s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✾
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❣❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✺✶

❣❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ✺✶
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✺✷

●❛s ❝♦✉♥t❡r✱ ✹✾
❣❛s ❝♦✉♥t❡r

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦✈❡r✈✐❡✇✱ ✻✸
❣❛s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✹✾
●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r ❝♦✉♥t❡r

t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✻✸
●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r ❝♦✉♥t❡r✱ ✺✾
●❡✐❣❡r✲◆✉tt❛❧✲❘✉❧❡✱ ✹
●♦❧❞❡♥ r✉❧❡ ♦❢ ❋❡r♠✐✱ ✶✵
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡✱ ✷✷
●r❛✈✐t②✱ ✷✶

❤❡❧✐❝✐t②✱ ✶✷✼
❤❡❧✐❝✐t② tr❛♥s❢❡r✱ ✶✷✾
❤②♣❡r✜♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✷✶✻

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✷✹
■♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✷✷
■♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ✷✷
✐♥t❡❣r❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✱ ✽✾
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

str❡♥❣t❤✱ ✷✷
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✷✶
■♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✶✸
✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✽
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✶
✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✺✸
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r

♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ✺✸✱ ✺✹
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✱ ✺✺

♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✱ ✺✻
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ✺✺

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✷✷
✐s♦♠❡r✐❝ s❤✐❢t✱ ✷✷✵

❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✻✽
❏✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✻✻
❥✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r

❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✻✻

❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♥❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✸✸

▲❛♥❞é✲❢❛❝t♦r✱ ✶✾✽
❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✾

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✾
❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ♥✉❝❧✐❞❡s✱ ✷✸✶
▲❍❈✲❈▼❙✱ ✶✻✽

❧✐♥❡ s❤✐❢t✱ ✷✶✶
❧✐♥❡ ✇✐❞t❤✱ ✷✶✶
▲✐t❤✐✉♠ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r✱ ✻✾
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✼
❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✱ ✼✺
❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❝❡♥t❡rs✱ ✼✼

▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✱ ✶✶
♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✱ ✺✵
♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✹✾
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✷✹
♠♦❜✐❧✐t②✱ ✺✵
♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r✱ ✾✵
▼✉❧t✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥

P❛r✐t②✱ ✶✷
♠✉❧t✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✷

♠❡❛♥ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ ✶✸
▼✉♦♥✱ ✶✾✷

❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ✷✵✶
❉❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✷✵✷
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✷✵✶

▼✉♦♥ ❞❡❝❛②
❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ✷✵✸

♠✉♦♥ ❞❡❝❛②✱ ✷✵✵
♠✉♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✶✾✸
▼öss❜❛✉❡r ❡✛❡❝t✱ ✷✶✵✱ ✷✶✸
▼öÿ❜❛✉❡r ❧✐♥❡✱ ✷✶✹

◆❛■ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r✱ ✼✺
◆❡✉tr✐♥♦✱ ✾

r❡st ♠❛ss✱ ✶✶
♥❡✉tr✐♥♦✱ ✶✵
◆❡✉tr♦♥✱ ✷✼

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜② ✶✵❇✱ ✷✾
❉❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸❍❡✲❝♦✉♥t✐♥❣ t✉❜❡✱ ✸✵
❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✱ ✷✼
❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✶✺✶
♣r♦♦❢✱ ✷✼

♥❡✉tr♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✶✺✵
❜❡t❛✲❞❡❝❛②✱ ✾
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✶✺✷
❤❛❧❢✲❧✐❢❡✱ ✾
▼❛①✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✶✺✶
♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✱ ✶✺✵
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✶✺✶

♥❡✉tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ ✷✾
♥❡✉tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✶✺✵
♥❡✉tr♦♥ ✢✉①✱ ✷✾✱ ✶✹✾
◆❡✉tr♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ✜ss✐♦♥✱ ✸✵
◆❡✉tr♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✷✽
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◆❡✉tr♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ✶✹
♥❡✉tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt✱ ✶✺✵
◆❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥✲s❝❛tt❡r✐♥❣

t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✷✽
♥♦✐s❡✱ ✽✹
♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✼✼
♥✉❝❧❡❛r ❝❛s❝❛❞❡s✱ ✶✾✾
♥✉❝❧❡❛r ✜ss✐♦♥✱ ✶✹
♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥✱ ✶✹
♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✶✹

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✶✺✼
❖rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠

❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✶✹✻
♦rt❤♦✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✶✹✺
♦✈❡r❧❛♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✾✸
♦✈❡r❧❛♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✾✽

P❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ✶✹✷
♣❛✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ✹✵

❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ✹✷
♣❛✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✹✻
P❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✹✺
♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✹✵

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✹✶
✐♥❡❧❛st✐❝✱ ✹✶
❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ✹✵

♣❛r❛✲♣♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✶✹✺
♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✶✷✺
♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ✶✷✺✱ ✶✺✼
♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✶✵✵
♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✾✺
♣❛rt✐❝❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✾✺
P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✼✺
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✶✵
♣❤♦♥♦♥s✱ ✷✶✸
P❤♦t♦ ❡✛❡❝t✱ ✸✺
♣❤♦t♦ ✜ss✐♦♥✱ ✶✺
♣❤♦t♦ ❧✐♥❡✱ ✸✼
P❤♦t♦❡✛❡❦t

t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✸✾
❲✐♥❦❡❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ✸✾

P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✹✺

♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✸✼

♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ✼✷
♣✐♦♥ ❞❡❝❛②✱ ❝❤❛r❣❡❞✱ ✶✾✾
♣✐♦♥s ❞❡❝❛②✱ ♥❡✉tr❛❧✱ ✶✾✾

P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✼
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✽
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱ ✶✷✾
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ ✶✺✼
P♦s✐tr♦♥✱ ✹✵

❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✹✹
P♦s✐tr♦♥✐✉♠✱ ✶✹✹

❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✶✹✺
♣♦s✐tr♦♥✐✉♠

❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✶✹✺
♣✐❝❦✲♦✛ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✶✹✺
s✐♥❣❧❡t ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✶✹✹
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✶✹✹

♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❞❡❝❛②✱ ✶✹✹
P♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✐♥ s♦❧✐❞s✱ ✶✹✺
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✸
❘❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✸
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✱ ✺✻

❡♥❡r❣② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✺✾
✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✺✼
♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t✱ ✺✽✱ ✺✾
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ✺✼
t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✺✽

Pr♦t♦♥ ❘❡❝♦✐❧ ❉❡t❡❝t♦r✱ ✷✽
♣✉❧s❡ r✐s❡ t✐♠❡✱ ✼✶
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ✽✺

❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✽✼
s✐♠♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✽✼

♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣✱ ✽✻
❞❡❧❛② ❧✐♥❡✱ ✽✼
❘❈ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✽✻
❘❈ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✽✻

◗✲✈❛❧✉❡✱ ✹✱ ✶✺
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✷✶✾
q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❝❡♥t❡rs✱ ✼✼

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❉❡t❡❝t♦rs✱ ✹✾
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s✐♠❡t❡r✱ ✺✸
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✷✻
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ✷✸✼
r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✺✷
r❛♥❞♦♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ✶✾✶
r❛♥❣❡

❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✷✹
❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✷✹
♣r♦t♦♥s✱ ✷✹

r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡✱ ✻✸
r❡❞✉❝❡❞ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✷✸✺
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✶✺✸
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❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✷✶✵
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✷✶✻
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